Bagayoko Vincent

Rapport de stage

Stage effectué en Juin-Juillet 2016 sous la direction de
Mickaél Matusinski, maitre de conférence a l'Institut de
Mathématiques de Bordeauz.

Sommaire :

Remerciements

Présentation

I - Algébre commutative

II - Généralités sur les corps valués

I1I - Suites pseudocauchy

IV - Corps valués henseliens




V - Un théoréme de structure

VI - Algorithme de Newton

Bibliographie

Remerciements

Je tiens & remercier Mickaél Matusinski pour son encadrement de qualité et
amical, pour sa patience, son esprit d’initiative, et pour le temps qu’il a consacré
a m’aider & comprendre le sujet ainsi qu’a m’ouvrir de nouvelles perspectives
mathématiques. Je remercie également le personnel de I'IMB, en particulier les
gérants de la bibliothéque et de I'accueil administratif qui m’ont chaleureuse-
ment et professionnellement accueilli durant ces deux mois.

Présentation



Le stage consistait en I’étude de la prépublication de Matthias Aschenbren-
ner, Lou van den Dries, et Joris van der Hoeven Asymptotic Differential Algebra
and Model Theory of Transseries dont nous disposions de la version du 9 No-
vembre 2015.

Le livre se veut a la fois une introduction aux notions mathématiques liées a
I’algébre et la théorie des modéles corps différentiels, corps valués, corps valués
différentiels, et un article volumineux démontrant un théoréme d’éliminations
des quantificateurs pour la théorie du premier ordre du corps des transseries. Je
n’ai pas eu le temps d’approcher ce résultat méme de loin, et I’essentiel de mon
travail est concentré dans les trois premiers chapitres.

Autour de cette lecture, j’ai consulté divers ouvrages d’algébre commutative
ou de géométrie algébrique sans entrer dans les détails, mais je me suis régu-
lierement référé a Darticle de Irving Kaplansky Mazimal fields with valuation
I publié en 1942 dans le Duke Mathematical Journal ainsi qu’a une note de
lecture pour cet article, A note on immediate extensions and mazimal fields A
la Kaplansky, écrite par Koushik Pal.

Ce rapport présente ’ensemble de ce travail. Le fil directeur des cinq pre-
miéres parties est la preuve d’un théoréme de structure pour les corps valués
maximaux d’équicaractéristique nulle, qui est un cas particulier de [2], Theo-
rem 6, p317. La preuve sert de prétexte & I'introduction des notions fondamen-
tales de la théorie des corps valués, afin de donner un apercu des et subtilités
de cette derniére.La derniére partie, tirée du chapitre 3.7 de [1], propose un
algorithme trouvé dans l’esprit par Issac Newton pour résoudre des équations
polynomiales dans un corps en s’aidant d’une valuation.

I - Algébre commutative

Avant de s’intéresser a la notion de corps valué, on donne ici plu-
sieurs résultats d’algébre commutative qui seront utiles par la suite.
Ces résultats sont pour la plupart des faits connus. La proposition
1.4, plus spécifique a ce qui nous occupe se trouve dans une version
alternative et tronquée dans [1], Prop 3.1.21, p100

Proposition I.1 :

Les groupes abéliens divisibles sont des objets injectifs de la catégorie des
groupes abéliens, c’est-a-dire que si B est un groupe abélien divisible, et A, C
sont des groupes abéliens tels qu’il existe des morphismes ¢ : A - Betp: A —
C, alors il existe un morphisme ¢ : C — B tel que ¥ o ¢ = p.



* * *

(on notera ici les groupes additivement)

11 suffit de le montrer dans le cas ou A est un sous-groupe de C.

Considérons ’ensemble X des couples (D, f) ou D est un sous-groupe de C
contenant A et f est un morphisme D — B qui prolonge ¢. On munit X de
Pordre <:= (C, Q).

X n’est pas vide car il contient (A, ¢), et si C est une chaine de X, alors son
union coordonnée par coordonnée est un majorant de C dans X, donc (X, <)
est inductif, et d’aprés le lemme de Zorn, il admet un élément maximal (M, ).

Montrons que M = C. On suppose le contraire et on se donne ¢ € C' — M.

Si MN{c) = {0¢}, on peut définir un morphisme ¢’ sur la somme directe (in-
terne) M @ (c) en posant ¢'|p; = ¢ et 1(c) = O¢, ce qui contredit la maximalité
de (M, ).

Donc il existe n € Z non nul tel que n.c € M.

On fixe alors b € B tel que ¢(n.c) = n.b (possible car B est divisible), et
pour x = m + p.c € M + {(c), on pose ¢'(z) = ¥(m) + p.b.

1’ est bien définie ; en effet, soient (m, p), (m',p’) € M x Z tels que m+p.c =
m' +p'.c.

P(m)+p.b=((m")+p".b) = (m=m')+(p—p")-b = ¥((p —p).c)+(p—p').b =
P(EE(n0))+(p—p').b = BB 4 (n.o)+ (p—p').b = BE.(n.b) — (p—p/).b = Op.

Il est alors clair que ¢’ est un morphisme M + (¢) — B, ce qui contredit
la maximalité de (M, ). On en déduit que M = C, ce qui montre que B est
injectif.

* % *

La réciproque, a savoir que les objets injectifs de la catégorie des groupes
abéliens sont divisibles, est vraie mais inutile dans ce qui nous importe.

Bases rationnellement indépendantes

Si (G, +) est un groupe abélien sans torsion, g € G et n € Z — {0}, il existe
au plus un élément de G, noté L.g, tel que n.(L.9) =g.

Si B est une partie de G, on note B P’ensemble des applications Z — B a

support fini. Pour f =€ B®, on note f := 3 n.f(n).
nez
On dit que B est une base rationellement indépendante de G si Vg €

G —{0},3(f,7r) € B® x N*,r.g=fet B, rAf(b)=1.

Dans le cas ou G est de plus divisible, G admet une base rationnellement
indépendante en tant que Q-espace vectoriel, on montre ici que ce résultat est
encore vrai lorsque G n’est pas divisible.



Proposition 1.2
Soit (G, +) un groupe abélien sans torsion. Il existe une base rationnellement
indépendante de (G, +).

* % *

Si G est trivial, c’est immédiat. Supposons G non trivial, et soit gy € G.

Soit X :={BCG |Vf,fe BO f=Ff = f=f}

On munit X de l'ordre C d’inclusion large des parties de G.

X n’est pas vide car G étant sans torsion, {go} € X.

L’union de toute chaine C de (X, C) est un majorant de cette chaine car les
éléments de UC(Z) sont, & support fini.

Ainsi, d’apreés le théoréme de Zorn, X admet un élément maximal, noté M.

Soit g € G. On suppose que ¥n € N*,Vf € M%) ng.qg # f.

En particulier, g ¢ M. Montrons que M U {¢g} € X.

Soient f, f' € M U {g}(Z) tels que f = 7.

(f =)l = (f = F)(g).g ou (f = )| € M®. Par définition de g, cela
implique que (f' — f)(g) = 0, et égalité f|y; = f'|ar implique f|as = f’|ar car
M e X, dou f = f', et donc M sup{g} € X.

Cela contredit la maximalité de M. On obtient l'existence dans la condi-
tion de la définition d’une base rationnelle de G en notant que pour (f,r,g) €

M® xNxG,f =rg — .g ot Img € M,r A

1 _ r
A T = AR, T

meM

1 _
A A fGyf (o) = 1.
meM
L’unicité dans la condition découle du théoréme de Gauss. M est une base

rationnellement indépendante de (G, +).
* * *

Expansion de Taylor
Soit A un anneau commutatif, soit P € A[X].
Pouri € Net a € A, on note P (a) 'unique élément de A tel que P(a+X) =

Z P(n((l)XZ
>0

On a par exemple P (a) = P(a) et Py(a) = P'(a).
Si A est un corps de caractéristique nulle, la formule de Taylor donne en

général P;(a) = P(i;!(“), P® désignant la i-iéme dérivée formelle de P.
Piy(a)=% j

En général, (



Lemme de Krull

On utilisera ces deux résultats connus parfois sans mention; ils résultent
d’une application du lemme de Zorn :

-Si A est un anneau et ¢ est un idéal de A, alors ¢ est contenu dans un idéal
maximal de A.

-De plus, si S est une partie multiplicative de A dont ¢ est disjoint, on peut
choisir m disjoint de S.

Proposition 1.3

Soient A C A’ des anneaux commutatifs intégres et I’ un idéal de A’. On
suppose A’ entier sur A.

I’ est un idéal maximal de A’ si et seulement si I := I’ N A est un idéal
maximal de A.

* % *

Montrons tout d’abord que A’/I" est entier sur A/I.

Soit € A’. Il existe p € N et a, ...,a,—1 € A tels que 2P +a,—12" 1 +... +
ag = 0.

(x4+I"P+..+(ap+I') =T et donc I' = (x+1")P+...+ (ag+ 1), c’est-a-dire
que x + I’ est entier sur A/I.

On utilise maintenant le lemme suivant : si B C B’ sont deux anneaux
commutatifs intégres et B est entier sur B, alors B’ est un corps si et seulement
si B est un corps.

En effet, supposons que B est un corps et considérons € B’ non nul. z est
solution d’une équation entiére sur B de la forme 2" +...+bg = 0. En choisissant
une équation de degré minimum, par intégrité de B’, on peut se ramener au cas
ol ag est non nul donc inversible dans B, et alors —I)(fl(ac’”b_1 +..by) = a7 L.
B’ est donc un corps.

Réciproquement, si B’ est un corps, alors pour € B non nul, ™! est entier
sur B donc il est solution d’une équation entiére sur B de la forme x =™ +...4¢cy =
0, et en multipliant par 2™~ !, on obtient 27! = —(c;,_1 + ... + coz™ ') € B
donc B est un corps.

L’application de ce lemme aux anneaux A/l et A’/I’ fournit le résultat.

* * *

Anneaux locaux
Un anneau local est un anneau commutatif intégre A possédant un unique

idéal maximal, souvent noté m 4. Le corps A/m 4 est appelé corps résiduel de
A.



L’idéal maximal d’un anneau local est I’ensemble des éléments non-inversibles
ou nul de cet anneau.

Si A C A’ sont des anneaux locaux, on dit que A’ domine A si my =
A N mar.

Théoréme des restes chinois
On a besoin dans le lemme qui suit d’une version faible du célébre théoréme
des restes chinois énoncé ici :

Soient A un anneau commutatif, n un nombre naturel, et Iy, ..., I, des idéaux
de A tels que Vi # j € {1;..;n},I; + I; = A.

n
On note I = [] L.

i=1
n n
Alors I = () I; et Papplication ¢ : A/I — [] A/I; donnée par ¢(x+ I) =
i=1 i=1
(x+I,...,x 4+ I,) est un isomorphisme d’anneaux.

En particulier, 7 induit un morphisme surjectif A — [[ A/I;. (Papplication
i=1
x> (x+1,..,x+ 1))

Proposition 1.4

Soient K un corps, A un sous-anneau local de K d’idéal maximal m, L
extension normale de K, B la cloture intégrale de A dans L, et ¢, ¢ deux idéaux
maximaux de B tels que ¢NA=¢"NA=m.

Il existe 0 € Aut(L | K) tel que o(q) = ¢'.

* x K

On commence par le montrer par ’absurde pour [L : K] fini.

Supposons donc que Vo € Aut(L | K),0(q) # ¢'. Par stabilité de Aut(L | K)
par inversion et composition, cela équivaut a ce que les ensembles {c(q) | o €
Aut(L | K)} et {o(q’) | 0 € Aut(L | K)} soient disjoints.

On note U leur réunion. B étant la cloture intégrale de A dans L, les éléments
de Aut(L | K) stabilisent B, donc Aut(L | K) C Aut(B | K) et U est un ensemble
d’idéaux maximaux de B. U est fini car L / K étant de degré fini, Aut(L | K)
est fini.

Soient pg # p1 € U. pg + p1 est un sur-idéal propre de py car par maximalité
de p1, p1 € po; par maximalité de pg,po + p1 = B.

ON peut donc utiliser la version faible du théoréme des restes chinois pour
déduire I'existence d’un élément « € B tel que Vo € Aut(L | K),z+0(q) = o(q)
et z+o(¢)=1+0(¢).

En particulier z € o(q) o(¢)Vo € Aut(L | K), donc o(x) € ¢ ¢',Vo €
Aut(L | K).



Posons a = I1 o(z). a € B car les o(x) sont dans B qui est stabilisé
oc€Aut(L | K)
par les éléments de Aut(L | K).

q étant un idéal contenant tous les o(x), II o(x) € ¢q. ¢ étant
ccAut(L | K)

premier, B ¢’ est une partie multiplicative, et donc a € B ¢'.

Donca €q ¢'.

La théorie des normes donne alors I’alternative suivante :

-Si K est de caractéristique nulle, a est le coefficient constant du polynéme
caractéristique de = sur K, donc a € K.

-Si K est de caractéristique strictement positive p, alors a est radiciel sur K,
et il existe m € N tel que a?” € K.

Dans tous les cas, il existe r € N* tel que a” € K, donc a est entier sur A,
qui est intégralement clos dans K, donc a € A.

a € AUg=m= AN¢, ce qui contredit le fait que a ¢ ¢’. On en déduit
que la supposition Vo € Aut(L | K),o(q) # ¢ est absurde, et donc qu’il existe
o€ Aut(L | K) tel que o(q) =¢'.

Il reste & montrer le résultat dans le cas général. On utilise le lemme de Zorn.

Soit X ’ensemble des couples (F, ) ou F est un sous-corps de L contenant
K et ¢ est un automorphisme de F sur K tel que p(¢qNF)=¢ NF.

On munit X de Pinclusion (C,C), qui en fait un ensemble partiellement
ordonné non vide, car (K,idg) € X.

X est inductif car stable par union de chaines. Il admet donc un élément
maximal (Fp, o).

On va montrer par ’absurde que Fy = L, ce qui conclura la preuve.

Supposons le contraire, et considérons un élément quelconque y € L — Fy.
Soit IL, son polynéme minimal sur K. On note F; le corps de décomposition de
II, sur Fp.

F est une extension normale de Fy donc on peut prolonger g en un auto-
morphisme ¢; de F} sur K.

On note g0 = FoNg, 1 = FiNg, ¢t = FiNg, et ¢f =017 (q))-

Soit By := B N Fy la cloture intégrale de A dans Fp, qui est également la
cloture intégrale de . B est entier sur By car entier sur A C Bj, donc d’aprés
la proposition 1.3, g1, ¢} sont des idéaux maximaux de B;. Puisque ;! est
un automorphisme de F; qui fixe K, il fixe A et stabilise donc Bj, donc ¢f est
également un idéal maximal de Bj.

Deplus, g NA=FNANg=ANg=m,et v1(¢f N A) = po(qn N A) =
wo(ANgq) =@o(m)=pi(m) donc g N A =m.

Enfin, F est une extension finie de Fj.

On peut donc appliquer le résultat dans le cas fini (& K = Fy, L = Fy,
A=A, B= B, q=q et ¢ = ¢} pour déduire Vexistence de o € Aut(F; | Fp)
tel que o(q1) = ¢f.

On pose ¢ = p1 00 € Aut(Fy | K). ¥(q1) = ¢}.



Par ailleurs, F; est une extension normale de K (par transitivité de la nor-
malité des extensions), donc (Fy,1) € X.

Puisque o fixe Fy et ¢ prolonge g, ¥ prolonge ¢q et donc (Fy,v) est
strictement supérieur a (Fp, ¢o) dans X, ce qui est contradictoire.

On en déduit que Fy = L, ce qui conclut la preuve.

* % *

II - Généralités sur les corps valués

Dans cette partie, on définit les corps valués et les objets qui leurs sont liés,
en dérivant des propriétés fondamentales des résultats d’algébre commutative
donnés en premiére partie.

Les définitions et résultats sont tous tirés de [1], chap 3.3.1.

Définition II.1

Si K est un corps (commutatif, non nul), et (T', 4, <) est un groupe ordonné,
on dit qu’une application v : K — IT" est une valuation sur K si elle satisfait
les conditions suivantes.

(V1) : Va,y € K*,v(zy) = v + vy

(V2) :Va,ye K*,z+y # 0 — v(z +y) > min(vz, vy).

Conventions et propriétés additionnelles :

Les propriétés suivantes sont des conséquences rapides des définitions qui
seront utilisées sans mention dans la suite, on laisse les démonstrations au lec-
teur.

-Par convention, on pose v(0) = 400, et puisque v(K *) est un sous-groupe
de I', on supposera également que I' = v(K*). Dans la suite, on notera plutot
I'=vK.

-Si x,y sont tels que vz < vy, alors v(x + y) = vz, et de maniére générale,
si x1,...,x, sont tels que vz; < m;ién(vxj), alors v(xy + ... + ) = v(x;)

JF
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-On définit une relation < sur K par x <X y <— vz > vy.

Les relations ¢ < y «— vz = vy et © ~ y «— v(z —y) > vr sont des
relations d’équivalence sur K~ respectivement appelées équivalence asymp-
totique et équivalence forte (ou plus simplement équivalence).

On note aussi x < y pour signifier z < y A —(z < y), ce qui est équivalent &
vr > VY.

On note K=! (resp K=1) I'ensemble des éléments z de K satisfaisant # < 1,
(resp © < 1).

K =1 est un sous-anneau local de K appelé anneau de valuation de (K, v),
d’idéal maximal K=!. Pour z € K=!, on note zv := x + K=!, et on note Kv le
corps résiduel K=!'/K=1 Kwv est appelé corps résiduel de (K,v).

-En tant que groupe ordonné, vK est soit trivial (v est alors dite valuation
triviale sur K), soit infini, donc tout corps fini admet la valuation triviale pour
seule valuation.

-La caractéristique d’un corps valué (K, v) est le couple (x(K), x(Kv)).
(K,v) est dit d’équicaractéristique p (resp d’équicaractéristique nulle) si
X(K,v) = (p,p) (resp x(K,v) = (0,0)). Dans tout autre cas, (K,v) est dit de
caractéristique mixte, et alors il existe un nombre premier p tel que x(K,v) =
(0,p).

On se concentrera dans ce document sur I’étude des corps d’équicaractéris-
tique nulle, puisque c’est le cas dans la situation qui nous intéresse ou K et
Ku sont ordonnés. A noter que dans ce cas (et seulement dans ce cas), K=1"
contient le sous-corps Q.1v isomorphe & Q. Sauf mention explicite, (K, v) désigne
un corps valué de caractéristique quelconque.

Exemples simples de corps valués
Soit K un corps, soit » un nombre naturel. On considére le corps K (X) des
fractions polynomiales & 1 indéterminées sur K. Soit a € K.
P

-On munit K de la valuation v : K* — Z donnée par v = muls(P) —

mule(Q), ot mul,(R) pour R € K[X] non nul désigne la plus grande puissance
de X — a qui divise R. ('ordre sur Z étant l'ordre classique)

(K, v) est un corps valué de groupe de valeur Z et de corps résiduel isomorphe
a K. Si K est un corps ordonné, les classes d’équivalence asymptotique pour
cette valuation correspondent aux germes de fonctions rationnelles en a.

-On munit K de la valuation w : K* — Z donnée par vg := deg(P)—deg(Q)

(K, v) est un corps valué de groupe de valeur Z et de corps résiduel isomorphe
a K. Si K est un corps ordonné, les classes d’équivalence asymptotique pour
cette valuation correspondent aux germes de fonctions rationnelles en +oo.
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Définition II.2 : valuation convexe sur un corps ordonné

Soit (K, <) un corps ordonné.

Une valuation sur K est dite convexe si son anneau de valuation est convexe
pour Pordre sur K, c’est-a-dire si Vo <y < z,2,2 € K= — y e K=

On dispose d’une valuation convexe v dite naturelle sur K définie pour
v € Kparve:={ye K*|IneN, L |z| <[yl <nlzl} (ou|z| :=max(z, —x)).

Les vz sont les classes archimédiennes, et leur ensemble v K est muni de
la loi va + vy := v(zy) qui en fait un groupe de neutre vl.

On munit vK de la relation d’ordre totale A < B si et seulement si ANK <
BN K, au sens de l'ordre induit par < sur les parties de K.

A noter que si (K, <) est archimédien (ou de maniére si c’est un sous corps
ordonné de R), alors la valuation naturelle sur k est triviale.

La résolution asymptotique d’équations différentielles dans des corps ordon-
nés comme le corps des transséries se fait & ’aide de valuations convexes.

Différents anneaux de valuations convexes produisent des notions d’équiva-
lence asymtotique moins précises que 1’équivalence archimédienne, ainsi, on mu-
nit souvent un corps ordonné de la valuation naturelle, et on considére d’autres
valuations convexes pour étudier la valuation naturelle, ou dans des contextes
divers.

Anneaux de valuation et relations de dominance

Il existe plusieurs notions équivalentes a celle de valuation sur un corps. Les
deux que 'on va présenter rapidement ici sont plus appropriées dans certains
contextes. La premiére est un quasi-ordre qui permet de voir les éléments d’un
corps valué comme des germes de fonctions & l'infini, approche essentielle lors-
qu’il s’agit d’utiliser les transséries pour résoudre des équations différentielles.
L’autre est un anneau local permettant de traiter plus facilement les propriétés
directement liées & 1’algébre commutative.

Définition II1.3 : relations de dominance

-Soit K un corps. Une relation de dominance sur K est une relation
binaire < sur K satisfaisant :

(D1):Vxe K,z 2z

(D2) :Va,y,ze Ko =yAhy<z—z =2z
(D3) :Ve,ye K,z 2yVy =<z

(D4) :Vz e K,0 < z.

(D5) : Va,y,z,t e Ke SyAz =t — ay <zt
(D6) :Ve,ye K,x+y<zVar+y=<y.
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A toute relation de dominance =<, on associe la relation stricte < définie par
T<LYy+s—rIYyNy AT

Définition I1.4 : anneaux de valuation
Soit K un corps. Un anneau de valuation sur K est un sous-anneau local
Ade K tel queVe e K,z € Aouz! € A.

Remarque : Tout anneau de valuation sur K est intégralement clos dans
K.

En effet, si A est un anneau de valuation et x € K satisfait " +...+ag = 0 o
n € N* et ag, ..,a,—1 € A, alors vz < 0 est impossible car sinon la comparaison
v = nvr < va;z' Vi € {0;..;n — 1} donnerait v(ax™ + ... + ag) = va" < 0 :
impossible. Donc vx > 0, c’est-a-dire que = est dans A.

La correspondance entre valuations, anneau de valuation, relation de domi-
nance se fait comme suit :

Si v est une valuation sur K alors :
-{z € K | vx > 0} est 'anneau de valuation associé.
{(z,y) € K* x K* | vz > vy} est la relation de dominance associée.

Si A est un anneau de valuation sur K alors :

{(z,y) € K* x K* | # € A} est la relation de dominance associée.

-r — zA* € K*/A* est Panneau de valuation associée, 'ordre sur le
groupe de valeur étant donné par zA* < yA* «— £ € my.

Si < est une relation de dominance sur K alors :

-z — [z] == {y € K* | 2 < y Ay < z} est la valuation associée, la
loi de groupe et 'ordre de groupe sur ’ensemble des valeurs étant donnés par
[#] + [yl = [zy] et [a] <[y] «— § < 1.

-{z € K | x 2 1} est ’anneau de valuation associé.

Cette correspondance, combinée aux définitions de relation de dominance
et d’anneau de valuation, montre que la théorie des corps valués est finiment
axiomatisable dans le langage des corps auquel on ajoute un symbole de relation
binaire ou de prédicat unaire.
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Dans tout ce qui suit, on se permettra de jongler entre les valuations, les
relations de dominance et les anneaux de valuation en fonction du contexte tout
en s’efforgant de lever les ambiguités. On parlera donc du corps valué (K,v)
aussi bien sous la forme (K, A) que (K, =<).

Définition I1.5 : Extension de corps valué

Une extension d’un corps valué (K, A) est la donnée d’un surcorps K’
de K et d’un anneau de valuation A’ sur K’ qui domine A.

De maniére équivalente, la valuation v’ sur K’ associée a A’ prolonge v (aprés
plongement naturel de K< /A% dans K'*/A’™), et la relation de dominance <’
associée & A’ prolonge <.

Les morphismes, plongements, isomorphismes, sont les morphismes d’exten-
sion, injectifs, bijectifs.

Si (K’, A") est une extension de (K, A), alors vK, Kv se plongent naturelle-
ment respectivement dans v’ K’, K'v' via vz — v’z et xv — zv'.

Proposition II.1
Soit K un corps. Les anneaux de valuation sur K sont les sous-anneaux
locaux de K maximaux pour la relation de dominance entre anneaux locaux.

* * K

On démontre tout d’abord le lemme suivant :

Si A est un anneau local de K et z un élément non nul de K tel que 1 €
ma + "1 Alx~1], alors z est entier sur A.

En effet, on peut écrire 1 = anz™™ + ... + a1z~ + ag ol ag € ma et les
a;,1 > 0 sont dans A.

On a alors en multipliant par 2™ : (1 — ag) — an — ... — a;z™ ! = 0, avec
(1 —ag) € A" car agp € ma.

Ainsi,  est solution de I’équation entiére sur A : X" + (ag — 1) "tay X"~ +
. + (ap — 1)~ a, = 0, ce qui prouve le lemme.

Soit A un sous-anneau local de K maximal pour la relation de dominance.

Soit z € K*.

Si x est entier sur A, alors A[z] est entier sur A.

malx] est un idéal de Alx] disjoint de la partie multiplicative A —my4, donc
ma[x] est inclus dans un idéal maximal ¢ de A[z] disjoint de A —m 4. (lemme
de Krull)

mag Cqget gNACmydoncgNA=may.
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Alz], est alors un sous-anneau local de K qui domine A, donc Afz], = A, et
x € A.

Si z n’est pas entier sur A, par contraposition dulemme, 1 ¢ m+x =1 A[z~1].

maA[z~!] n’est donc pas maximal dans A[z~!], il est donc contenu dans un
idéal maximal p de A[z~1].

pNA=my car my = A— A%, et donc A[z~!], est un sous-anneau local de
K qui domine A, on obtient comme précédemment z~! € A.

A est donc un anneau de valuation sur K.

* * ok

Proposition I1.2
Si K est un corps, A est un sous-anneau local de K et est L une extension
de corps de K, alors L admet un anneau de valuation qui domine A.

* % *
D’aprés la proposition précédente, il suffit de montrer que ’ensemble des
sous-anneaux locaux de L qui dominent A admet un élément maximal. Or cet
ensemble contient A et est inductif car stable par union de chaines; d’aprés
le lemme de Zorn, il admet un élément maximal qui est donc un anneau de
valuation de L qui domine A.
* * %

Corollaire
Si L est une extension de K et A un anneau de valuation de K, alors il existe
un anneau de valuation V' de L tel que (L, V) est une extension de (K, A).

Proposition 11.3
Soient K un corps et A un sous-anneau local de K. La cloture intégrale B
de A dans K est l'intersection des anneaux de valuation de K qui dominent A.

* K, *

Tout anneau de valuation de K qui contient A est intégralement clos dans
K donc contient B.

Soit z € K™ non entier sur A. Par contraposition du lemme utilisé dans la
proposition précédente, maAlz~1] + 27t A[z—1] est un idéal propre de A[z~1],
qui est donc contenu dans un idéal maximal g de A[z~1].

! € g, et le sous-anneau local A{z7'], de K domine A.

Soit V un anneau de valuation de K qui domine A[z~!], (V existe d’apreés
la proposition II.2).
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V domine A et z_1 € my, donc x ¢ V, et & n’est pas dans 'intersection des
anneaux de valuations de K qui dominent A.

Cela conclut la preuve.

* % *

Proposition 11.4

Soit (K, A) un corps valué, soit L une extension algébrique de K. On note
B la cloture intégrale de A dans L.

Si V est un anneau de valuation de L qui domine A, alors V = By, nB-

* % *

Soit V' un tel anneau de valuation. On note w la valuation associée sur L. V
est intégralement clos et contient A donc B C V donc B,,,np C V.

Montrons l'inclusion inverse. Soit x € V.

x est algébrique sur K = Frac(A) donc sur A : soient n € N*, ag, ...,a, € A
tels que apz™ + ... + ag = 0.

Soit j € {0;...;n} maximal tel que wa; = min({va; | 0 < i < n}). On pose
pour 0 <i<n,b, = Z—j

Pour tout ¢ entre O et n, b; € Aet i > j,b; €e my NA=ma.

On obtient en divisant par a;z7 :

(bpz™ 7 4+ ..+ 1)+ 27 (bj1 + ... +boxt™7) = 0. Posons y,z = (byz" ™7 +
et 1), (bj—1 4 ... + box' 7)), de sorte que x = —y 2.

y & my car pour i > j,wb;x’ > wb; > 0 d’ott wy = wl = 0.

1l suffit donc pour montrer que —y~'z est dans B,,, de prouver que y et z
sont dans B.

D’apreés la proposition précédente, B est 'intersection des anneaux de va-
luations de L dominant A, donc il suffit de montrer que tout tel anneau de
valuation V' contient y et z.

SizeV',yeV' carye Alz] C V'[x] =V'. Donc z = —yx € V.

Sinon, z~! € V/ donc de méme z € V/, puis y = —zz~' € V' : C.Q.F.D.

* % *

Corollaire
Si L/K est normale, alors les anneaux de valuation de L qui dominent A
sont isomorphes sur K.

*

Soient V, V' deux anneaux de valuation de L qui dominent A.

D’aprés la proposition 1.4, il existe o € Aut(L |K) tel que o(my) = my-.

Puisque V = By, np, V' = Bn,np et o stabilise B (puisqu'il fixe A C K),
o(V)=V".
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Définition I1.6 : types particuliers d’extensions

Soit (K, v) un corps valué et (K’,v') une extension de (K,v).

Une extension (K',v")/(K,v) est dite immeédiate si elle posséde le méme
groupe de valeur et le méme corps résiduel que (K,v). Plus précisément, les
plongements naturels décrits en définition I1.6 sont surjectifs.

Une extension (K’,v")/(K,v) est dite algébrique si K’ K est algébrique.

(K, v) est dit maximal s’il n’admet aucune extension immeédiate propre.

(K,v) est dit algébriquement maximal s’il n’admet aucune extension
algébrique immeédiate propre.

Il est clair que la maximalité entraine la maximalité algébrique. Voici main-
tenant un exemple de corps valué maximal dont le caractére fondamental sera
illustré par un théoréme de structure qui est le résultat principal des premiéres
parties.

Définition I1.6 : séries de Hahn avec cocycle

Soient C un corps, (I, <) un groupe ordonné, et A : I'? — C* une application
symeétrique (i.e. A(a, 8) = A(B, @) Vo, B € T') appelée cocycle.

On considére 'ensemble C((t)) des applications I' — C dont le support
(image réciproque de C*) est bien ordonné par <, et on le munit des lois sui-
vantes :

frg=T>3y— f(1)+907)

fg=T3v— > Ma,B)f(a)g(B)

a+p=y

Il faut un certain travail pour justifier que la somme définissant (fg)(y) est
toujours finie et que le support de fg est bien ordonné.

Ces lois permettent de voir C((t')) comme une structure de séries formelles

de variable ¢, en utilisant la convention f(y) = fy et f= > f,t7.
vyel’

Cette structure est en fait un corps, et I’application v : f — min(f~*(C*))
est une valuation sur C((t")) dont on le munira systématiquement.
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III - Suites pseudocauchy

Il semble que la notion de suite pseudocauchy que l’on introduit ici soit
nécessaire pour faire le lien entre différentes qualités de corps valués. On tentera
de la rendre pratique et de faire remarquer sa présence dans différentes méthodes
de démonstration et de calcul.

Les définitions de cette partie sont tirées de [1], chap 3.2, les théorémes
principaux sont dus & Kaplansky (dans des versions bien plus générales) et tirées
de [3] ou [2]

Définition ITI.1

Soit (K, v) un corps valué. Soit v un ordinal limite soit u : v — K, et soit
z e K.

On dit que u est pseudocauchy si Jpy < 7,Vpy < p < 0 < A < v,v(uy —
Us) > V(Ue — up).

On dit que x est une pseudolimite de u ou que u pseudoconverge vers x,
et on écrit u ~» x si (v(u, — T),<~ est éventuellement strictement croissante.

Propriétés

Les propriétés suivantes découlent directement des définitions d’une valua-
tion et du caractére pseudocauchy. Soit v : v — K.

(1) : Si u est pseudocauchy, pour tout ordinal po satisfaisant les conditions
de la définition, on a Vpy < 0 < A < y,v(uy — ug) = v(tgt1 — Ug).

(%) : Si u est pseudocauchy, v(u) := vou est soit éventuellement strictement
croissante (auquel cas u ~ 0), soit éventuellement constante.

(¢i7) : Si u admet une pseudolimite, alors u est pseudocauchy.

(iv) : Si a, b sont des pseudolimites de u, alors v(a—0b) > v(v(ugt1 —ty) Vp <
o < X ou pg respecte la condition de la définition du caractére pseudocauchy.

Proposition ITI.1 (Kaplansky)

Soit (K,v) un corps valué, et soit (L,w) une extension immédiate. Tout
élement de L — K est pseudolimite d’une suite pseudocauchy de (K, v) sans
pseudolimite dans K.

* * *
Soit z € K/ — K. On note V Pensemble {v'(z — z) | z € K}.
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Montrons que V ne posséde pas de maximum. Soit v € S. v # 400 du fait
que z ¢ K.

On choisit « € K tel que v = v'(z—x). Puisque (K’,v") (K, v) est immédiate,
vK = v'K’, donc il existe y € K tel que vy = v'(z — x), donc v(%) =0.
zZ—XT

y

Kuv, donc il existe t € K= tel que =ZE' =t =tv'.

On a donc #v’ =0, donc v’% > 0, donc v'(z— (z+ty)) > v'(y) =
v, avec z-+ty € K. On a donc trouvé un élément v'(z— (z+ty)) de V strictement
supérieur a 7.

La cofinalité k de (V, <) est donc limite, et on dispose d’une x-suite u d’élé-
ments de K telle que v'(z — ) est strictement croissante et cofinale dans V.

En particulier, u est pseudocauchy et elle pseudoconverge vers z.

Supposons que v admette une pseudolimite 2’ dans K. On a v(z — 2') >
v'(z —u,) Vp < K, ce qui contredit la cofinalité de v'(z — u) dans V.

Ainsi, u est bien sans pseudolimite dans K, ce qui conclut la preuve.

* Kk *

Cela implique que est dans K'=', et on peut considérer %v’ e K'v' =

Lemme III.1
Soit u : v — K, et soit x une pseudolimite de u. Soit P € K[X]| — K.
On a P(u) :== Pou ~ P(z).

* %

On se place dans les conditions de ’énoncé.

Notons que pour p <, P(u,) — P(z) = > Py)(z)(u, — x)".
i>1

Posons pour i entre 1 et n 3; := v(Py(x)), et pour p < 7,¢, = v(x — u,),
de sorte que v(P(x)(u, — x)") = Bi +i.),.

Montrons par induction qu’il existe ip entre 1 et deg(P) tel qu’éventuelle-
ment, on ait pour % # ig, B; +14.A, > Bi, +40.A,. On le montre en général pour
un ensemble d’indices ¢ représentant des entiers naturels non nuls.

Clest vrai si deg(P) = 2 (le cas d = 1 étant vrai par vacuité) : on a alors
pour p < 7y, et j <1, B +i.X, — (B +JNy) = Bi — B+ (i — 7).\, et A, étant
strictement croissante & partir de pg < -y, on obtient le résultat en distinguant
les cas 3p > po, (1 — j).\, > B; — Bi, pour lequel iy = j, et celui ou Vp >
po. (i = j)-Ap < i — B, pour lequel iy = i.

Supposant le résultat vrai jusqu’a un certain degré d, on obtient le résultat
pour d+1 en appliquant le résultat a {iy;...;iq} et obtenant iy, puis & {ig;ig+1}-

Soit dnc 4y un tel indice. On a donc éventuellement vP(u, — ) = B;, +
i0.Ap, qui est strictement croissante car iy > 0 (P n’étant pas une constante) et
(Ap)po<p<~ Croit strictement.

C’est-a-dire que P(u) ~ P(z).
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Corollaire
Siwu: A — K est pseudocauchy et P € K[X] est non constant, alors P(u)
est pseudocauchy.

*

Soit pg < A tel que pg < p <o <y <A v(uy —us) > V(e — up). Il revient
au méme de le montrer pour la suite (Upy+a)po+a<r, O0 peut donc supposer que
po = 0.

On considére un ultrafiltre non principal W sur A et on étudie 'ultrapuis-
sance (*K,* K=1) = (K,+,.,0,1, KX1)*/WV.

C’est une extension élémentaire de (K, A), donc une extension de corps valué
de K dans laquelle 'image *u de u par le plongement naturel ¢ : K —*K
pseudoconverge vers la classe d’équivalence u[W] de u modulo W.

En effet, soit po < A tel que pg < p <o <y <\ v(Uy — Us) > V(Us — Up).

Soient pg < p <o < A.

On cherche & montrer que *v(*uy (o) — u[W]) >* v(*u, — u[W]), c’est-a-dire
Fug (o) —u[W]

que =y —uw]

inversible de *A.

est dans l'idéal maximal de * A, donc que c’est un élément non

Cela revient par définition d’un ultraproduit & montrer que I’ensemble X :=
{oze/\|ﬁ6A/\ﬁ¢A}estdansW.

Il suffit pour cela de montrer qu’il contient tous les ordinaux de A & partir
de po+1 =1 car A — {0} € W. Ceci est immédiat par définition de po.

Ainsi, (K, A) admet une extension (élémentaire) dans laquelle u est pseudo-
convergente. D’aprés le lemme précédent, o(P)(u) y est également pseudocon-
vergente, donc pseudocauchy, donc P(u) est pseudocauchy dans (K, A).

*

Définition ITI.2

Soit u : v — K pseudocauchy dans (K,v).

-u est dite de type algébrique s’il existe P € K[X]|—{0} tel que P(u) ~ 0.
Dans ce cas, I'ensemble des éléments de K[X] satisfaisant cela est un idéal dont
on note II,, I'unique générateur unitaire.

IT, est appelé polynéme minimal de u sur (K, v).

-u est dite de type transcendant sinon.

Proptiété :
Le polynéme minimal d’une suite pseudocauchy u de type algébrique sur
(K, v) est irréductible sur K.
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En effet, supposons qu’il existe @, R € K[X] non inversibles tels que II, =
QR. Alors d’aprés le corollaire précédent, Q(u), R(u) sont pseudocauchy. Si
v(Q(u)) est éventuellement constante, alors puisque v(IT,(u)) = v(Q(u)) +
v(R(u)) est éventuellement strictement croissante, il en est de méme pour v(R(u))
et donc R(u) ~» 0, donc II,, | R donc II,, et R sont associés et @ est inversible :
contradictoire.

Proposition I11.2

Soit (K,v) un corps valué, et soit (K’,v') une extension immédiate. Tout
élément de K’ — K algébrique sur K est pseudolimite d’une suite pseudocauchy
de (K,v) de type algébrique sans pseudolimite dans K.

* x Kk

Soit z € K/ — K.

La proposition IIL.1 fournit une suite pseudocauchy v : x — K sans
pseudolimite dans K qui pseudoconverge vers z.

Soit IT, le polynéme minimal de z sur K.

Soit p < k.

II.(u,) = 1. (u,) — I1.(2) = (u, — 2)Q(u,) pour un certain Q € Kla][X] =
K(a)[X]. (voir expansion de Taylor en partie I)

OlL: (up) = v(up — a) +vQ(up).

Le premier terme dans la somme de droite est éventuellement strictement
croissant (en p) tandis que le second terme est éventuellement croissant, donc
v(II.(u,)) est éventuellement strictement croissante, c’est-a-dire que IL, (u) ~» 0.

Donc u est de type algébrique, ce qui conclut la preuve.

* x Kk

Théoréme I11.1

Soit (K, v) un corps valué, soit u : v — K pseudocauchy de type transcen-
dant.

(¢) : 1l existe une unique valuation w sur K(X) prolongeant v telle que
u~ X dans (K(X),w).

(i) : (K(X),w) est une extension immédiate de (K, v)

(#41) : Si (K’,v") est une extension de (K, v) et y est un élément de K’ tel que
u ~ y dans (K',v’), alors y est transcendant sur K et Iisomorphisme naturel
de corps K(X) — K(y) est un isomorphisme de corps valués

* X %
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(¢) : On définit w sur K[X]. Le prolongement & K (X) se faisant alors suivant
w(E) = w(P) - w(Q).

Soit P € K[X]—{0}. Puisque u est de type transcendant sur (K, v), v(P(u))
est éventuellement constante, et on définit w(P) comme cette constante éven-
tuelle. Il est clair que w prolonge v et satisfait (V1) et (V2) sur K[X], donc sur
K(X).

Soit pg < 7 tel que Vpy < 0 < A <7, v(uy — uo) = v(ug41 — Uy ). Il existe
po < p1 < tel que Vp; < p <7, v(uy, —us) = w(X — uy) est constante.

Or pour p; choisi suffisamment grand, on a aussi Vpip < 7, v(u, — us) =
V(Ugp1 — Uy ).

Or on peut choisir p; tel que (v(Ug+1—Us))p, <o<~ €St strictement croissante,
donc (w(X —uy))o< est éventuellement strictement croissante, c’est-a-dire que
u~ X

L’unicité de w découlera du (ii).

(i) : Par deéfinition, w est & valeurs dans v K, et par surjectivité de v : K* —
vK, on a wK(X)=vK.

Soit f € K(X)Z!'. On veut montrer qu’il existe a € K tel que w(f — b) > 0,
ainsi on aura fw = aw. Notons qu’il suffit de le montrer pour f € K[X]=!.

En effet, en écrivant f = @ avec P,@Q € K[X], on a il existe a < A tels que
w(P) = v(P(ua)) et w(Q) = v(Q(ua)).

_ P(ua) Q(ua) P P(ua)
f =G 45 plary o0 Gry € K et i gy € KX

On a donc pour p, g € K satisfaisant pv, qv = % , Q(Q w, fw =

P(“Q)P
avec oy e K.

On suppose donc que f est un polynome.

D’apreés le corollaire qui précéde, f(u) est pseudocauchy, donc il existe po < A
tel que Vo2 < p <o <y <A v(f(uy) = fluo)) > v(f(us) — flup))-

Si ps est choisi suffisamment grand, on a aussi v(f(us)),v(f(u,)) =wf =0
donc v(f(uo) — f(up)) = 0, donc v(f(uy) — f(uo)) > 0.

On fixe maintenant un tel ordinal o > po. Il existe p3 > pa tel que pour
v > p3, w(f — f(us)) = v(f(uy) — f(us)) étant de valuation éventuellement
constante.

On peut donc poser a = f(uy,) € K=!, on a w(f —a) > 0, ce qui conclut la
preuve que (K (X),w) est une extension immeédiate de (K, v).

P(ua) p

Q(ua) g

(¢i7) : Justifions tout d’abord que dans la configuration de ’énoncé, y est
transcendant sur K.

On suppose le contraire : soit P € K[X] qui annule y. Le lemme I1.1 affirme
que P(u) ~ P(y). Or P(y) = 0 donc u est de type algébrique sur K (dans K’
donc dans K), ce qui est contradictoire.
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y est donc bien transcendant, et on dispose d’un isomorphisme de corps
Jj: K(X) = K(y).

Il reste & voir que pour f(y) € K(y), v'(f(y)) = w(f). Il suffit de le montrer
pour f(y) € K[y].

Or toujours d’aprés le lemme I1.1, f(u) ~ f(y) dans K’ donc v(f(u)—f(y))
est éventuellement strictement croissante.

Soit p < A tel que Vp < o < A, wf =v(f(uy)).

Si on avait Vy > p,30 > v, vf(u,) # vf(y), on aurait Vy > p,Jo >
Y 0(f(ug) = f(y) € {vf(us);vf(y)} = {wf;v(f(y))}, ce qui contredirait la
stricte croissance éventuelle de v(f(u) — f(y)).

Donc il existe v > p tel que vf(y) = vf(u,)¥o > ~. On a alors pour
o>v,vf(u,) =wf,donc wf = vf(y), ce qui montre que j est un isomorphisme
de corps valués.

Cela montre également que w est I'unique valuation sur K(X) a satisfaire
les conditions du (4).

* * *

Voici maintenant ’analogue du théoréme précédent dans le cas de type al-
gébrique :

Théoréme III.2

Soit (K, v) un corps valué, soit u : v — K pseudocauchy de type algébrique,
soit a une racine de II,,.

(¢) : T existe une unique valuation w sur K[a] prolongeant v telle que u ~~ a
dans (K[a], w), et telle que

(1) : (K|a], w) est une extension immédiate de (K, v).

(#91) : Si (K',v") est une extension de K et y € K’ est pseudolimite de u
dans (K',v"), alors tout isomorphisme de corps K[a] — K (b) sur K envoyant a
sur b est un isomorphisme de corps valués.

* % *

() : On définit w sur K|a] = K[X]/(IL,) (I, étant d’aprés irréductible sur
K) en passant par Kgeg,)[X] :

Soit P € Kgeg(m,)[X]. Puisque II, est le polynome minimal de u et deg(P) <
deg(1L,), =(P(u) ~ 0) et v(P(u)) est éventuellement constante ; on définit w(P)
comme cette constante éventuelle. Pour x € KJa], wx est définie comme la
valuation de 'unique élément de x de degré strictement inférieur a deg(IL,,).

-Montrons que w est bien une valuation sur K[a] :

Soient x,y = P(a),Q(a) € K[a] avec deg(P),deg(Q) < deg(IL,).

On considére la division euclidienne de PQ par II,, : PQ = SII,, + R.

Notons que par minimalité de II,, les suites v(P(u)), v(Q(u)) et v(R(u)) sont
constantes a partir d’un certain rang commun pg.
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On note dans 'ordre p, ¢, r ces constantes.

Soit pg < o < A

0(PQ(us) = v(STLu(uy) + R(uy), avee v(PQ(uy) = v(P(u)) + v(Q(us)) =
p+gq.

Supposons qu’on ait r # p + q. ALors pour pg < o < A, v(SIL,(uy)) > 7.

Or v(STI,(us)) = v(S(uer)) + v(Ilu(us)) ou le premier terme est éventuel-
lement croissant en o, et le second est éventuellement strictement croissant en
o, donc v(ST, (uy)) croit éventuellement strictement et il existe p; < A tel que
Vo1 < o < A\ v(ST,(uy)) > r,doaVp; <o < A\, p+q=v(ST,(us)+ R(us)) =
v(STL, (uy)), ce qui est impossible car le terme de gauche est constant tandis
que le terme de droite croit strictement.

Donc p + g = r, c’est-a-dire que v(P(a)) + v(Q(a)) = v(P(a)Q(a)).

Le second axiome des valuations est trivialement vérifié par w car Kla] €
x — P € 2N Kyeg(m,)—1[X] est un morphisme de groupes additifs.

La preuve dans le théoréme précédent que u ~~ X peut étre reproduite ici
pour conclure que u ~ a.

L’unicité de w découlera du (ii).

(i) : Ici encore, on peut reprendre la preuve du (ii) dans le théoréme précé-
dent dans le cas particulier de f € K[X] avec f(a) < 1.

(#4i) : De méme, on peut reproduire la preuve du troisiéme point du théoréme
précédent.
* % *

Il faut remarquer que les cas algébrique n’est pas vraiment analogique au cas
transcendant. On ne peut pas affirmer par exemple que si b est une racine de
IT,, dans K’, alors I'isomorphisme canonique K[a] — K[b] préserve la valuation.
On ne peut méme pas assurer que v'b soit égal a wa. Cette obstruction a des
conséquences importantes que I’on mentionnera plus loin.

Les propositions et théorémes précédents possédent des corollaires important
que 'on liste ici :

Corollaire 1
Un corps valué est algébriquement maximal si et seulement si ses suites
pseudocauchy pseudoconvergent.
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L’implication gauche==> droite découle par contraposition du théoréme
précédent, 'autre découle par contraposition de la proposition IT1.2.
*

Corollaire 2

Tout corps valué admet une extension immédiate algébrique algébriquement
maximale.

*

Soit (K,v) un corps valué. On définit par induction un systéme inductif
d’extensions immeédiates algébriques de K.

On pose (Ko, vo) = (K, v). Soit a un ordinal tel que les (Kg, vg), 8 < « aient
été définis et ne soient pas algébriquement maximaux.

Sia=p+1, (Kg,vg) n’étant pas algébriquement maximal, il admet d’aprés
le corollaire précédent une suite pseudocauchy de type algébrique sans pseudoli-
mite, et on peut donc produire une extension immédiate et algébrique (K, vq)
comme de (Kg,vg) en utilisant la construction du théoréme III.2.

Si a est limite, on définit (K, v, ) comme la limite inductive de ((Kg, v3))s<a-
Cette limite est bien une extension immeédiate et algébrique de (K, v).

Le procédé soit s’arréter car les extensions algébriques se plongent dans la
cloture algébrique, de cardinal limité.

Donc il existe un ordinal « tel que (K,,v,) est algébriquement maximale ;
et c’est une extension algébrique maximale de (K, v) par construction.

*

Corollaire 3
Un corps valué est maximal si et seulement si toutes ses suites pseudocauchy
ont des pseudolimites.

*

L’implication droite ==> gauche découle par contraposition de la propo-
sition III.1 théoréme précédent et de la définition de la maximalité.

L’autre se montre par l’absurde : si (K, v) est maximal et u est une suite
pseudocauchy de (K, v) sans limite dans (K, v), u est de type transcendant et
alors le théoréme II1.1 produit une extension immmeédiate propre de (K, v), ce
qui est contradictoire ; sinon, u est de type algébrique et similairement le théo-
réme II1.2 produit une extension immédiate propre de (K, v) : contradictoire.
Donc v admet une pseudolimite dans K.

*

Corollaire 4
Tout corps valué admet une extension immédiate maximale.
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*

On construit une chaine d’extensions immédiates en ajoutant inductivement
des pseudolimites au corps de départ (K, v) grace aux points (i) des théorémes
ITI.1 et III.2 (selon le type de la suite pseudocauchy sans limite considérée).
Si le procédé s’arréte, c’est que toute suite pseudocauchy admet une pseudoli-
mite, et donc d’aprés le corollaire précédent, que I'extension finale (K',v') est
maximale. Il suffit donc de prouver que ce procédé doit s’arréter.

Or, d’aprés la proposition ITI.1, tout élément de (K’,v’) est limite d’une
suite pseudocauchy de (K,v) ou est lui-méme dans K. Donc |K’| est inférieur
au cardinal de I’ensemble des suites pseudocauchy ou constantes de (K, v).

Un élément y de K’'— K étant fixé, on peut choisir comme suite pseudocauchy
de limite y une suite u telle que v'(u — y) croit strictement, et donc telle que le
domaine de v'(u — y), qui est celui de u se plonge dans v K’ = vK.

En particulier, le domaine de u est un ordinal strictement inférieur a |T'|T.
Donc a tout élément y de K’ — K, on peut associer un élément de |K|‘F|+, ce
qui prouve que |[K'| = |K' — K|+ |K| < |K|TT" + |K| = |K|TI".

PRI R ++
Donc le procédé doit s’arréter avant |K|IT17 .

*

On peut se demander si les extensions immédiates ou immédiates algébriques
sont nécessairement uniques & isomorphisme de corps valués prés, de sorte que
l’on puisse envisager une structure commune aux corps valués maximaux / algé-
briquement maximaux. La aussi, il n’y a pas unicité en général, mais Kaplansky
a trouvé une hypothése générale dans laquelle tous ces problémes sont résolus
par la positive. Dans ce rapport, on ne considérera pas cette hypothése, mais plu-
tot le cas trés particulier d’équicaractéristique nulle, pour lequel de nombreuses
distinctions subtiles disparaissent.

On peut maintenant noter que les corps valués de séries de Hahn sont maxi-
maux :

Proposition IT1.4
(C((t1)), A\, v) est une extension immédiate maximale de son sous-corps valué
des fractions de séries formelles finies.

* % *
Il est sous entendu que C est un corps, I est un groupe ordonné et \ : (I')2 —
C* est un cocycle.
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Commengons par montrer que (C((t1)), A, v) est maximal. En vertu de I’équi-
valence donnée par le corollaire 3 précédent, il suffit de montrer que les suites
pseudocauchy de ce corps valué pseudoconvergent.

Soit u : A — C((t')) une telle suite. ON va montrer que u admet une
pseudolimite.

Pour p < A, on note v, = v(upt1 — up).

Quitte & considérer un segment final de u, on peut supposer que Vp < o <
1< = o) = o > Wty — 1) = e

Notons que || [vp; Vpt1[N(wpsr1—1u,) "1 (C*) est bien ordonné en tant qu’union

<X
bien ordonnée sptrictement croissante pour l'ordre strict induit par< sur les par-
ties de I" de parties bien ordonnées de (T, <).

On peut donc poser f := ug + Y. S (upr1 — up)t7 € C((HY)), et

P<AYp<Y<Vp+1
considérer pour tout o < A,
fo=ug+ 3 > (upp1 —up)yt? € O((1)).
P<T v <y<YVp+1
On peut montrer par induction que Vo < A, f7+ > (us — ug)4t” = uy si
V2o
o est limite, et f7T + 3 (uy — ug)yt? = Ugt1-
Y2Yo

Ainsi Vo < X\, v(ue — f) > min(v(ue — ), v(f7—f)) > V-1, 0 —1 désignant
le précédesseur de o si o est successeur, et ¢ lui-méme sinon.

Deux cas peuvent se produire : v(u, — f) > v, Vp éventuellement, auquel
cas f est une pseudolimite de u (voir remarque (iii) des propriétés des suites
pseudocauchy), ou bien Vp < A\, 3o > p,v(us—f) > v(u,—f), donc v(u— f) n’est
pas ultimement constante. Or, u — f est pseudocauchy puisque u l'est et f est
constante, donc v(u — f) est éventuellement strictement croissante, ¢’est-a-dire
que f est pseudolimite de u.

Cela prouve que (C((t1)), A, v) est maximal.

Il est clair que le groupe de valeurs de (C((t!)), \,v) est ', qui est aussi le
groupe de valeurs du sous-corps des fractions de séries formelles finies.

En identifiant C' au sous-corps de (C((t!)), A) des fonctions nulles sur T'—{0},
on obtient un isomorphisme de C sur le corps résiduel de (C((tV)), A, v).

Puisque C' est également contenu dans le sous-corps des fractions de séries
formelles finies, cela montre que ce sous-corps valué est de corps résiduel natu-
rellement isomorphe a C.

Donc (C((tV)), A, v) est une extension immédiate de ce sous-corps.

* % *

Montrons maintenant que comme annoncé, il n’y a pas en général unicité
d’une extension immédiate maximale.
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Remarque

Il existe un corps valué de groupe de valeur (Z2, <) (ordre lexicographique)
et de corps résiduel Fy qui posséde deux extensions immédiates maximales non
isomorphes en tant que corps.

Notons que Z? est isomorphe au groupe G de Grothendieck de (w?, ®) ott @
est la somme de Hessenberg. On identifie 'élément (m,n) de Z? & w.m & n.

On considére le corps valué de séries de Hahn Fy((t“)), et on note K son
sous-corps valué des fractions rationnelles en les t7, v € G.

Notons tout d’abord que toute extension immédiate (K’,v") de K telle conte-
nant des pseudolimites pour chaque suite pseudocauchy z : w — K telle que
Vn € w,xn+1 — 2y, € N est de cardinal supérieur ou égal & 2% En effet, soit

n
x € {0; 1}, La suite des x,, :== > x(k)t* satisfait les conditions donc elle admet
k=0
une limite ¢(x) dans K’. Pour z,y € {0;1}", de ¢(x) = ¢(y), on déduit par
inégalité triangulaire pour v’ que pour n € N,

V(@0 = yn) = V(@0 — () + 0(Y) = yn) 2 min(v(zn = Tpt1), V(¥n, Yn+1)) =
(n+1).

En particulier, z(n) = y(n), puis z = y. Ainsi, ¢ est injective, ce qui montre
que |K'| > 2%o.

Si toute suite satisfaisant les conditions K était de type algébrique, alors
en ajoutant selon le théoréme II1.2 une limite pour chacune de ces suites,
on obtiendrait une extension algébrique immédiate de cardinal supérieur ou
égal a 2%, Or toute extension algébrique de (K,v) est dénombrable car K est
dénombrable.

Donc (K, v) admet une suite x : w — K pseudocauchy de type transcendant
telle que Vn € w,v(xp41 — ) € N.

Soit u la suite t™“z. u est pseudocauchy de type transcendant sur K, et
vn € N, v(upr1 — uy) < 0.

Soit a une pseudolimite de u dans Fo((t%)) (on en trouve d’aprés la propo-
sition précédente).

On note Py le polynome X2+ X € K[X], nul sur Fy. P induit un morphisme
de groupe sur Fy((t%)). Puisque u est pseudocauchy de type transcendant sur
K, Py(u) aussi, et Py(a) est pseudolimite de P(u) dans Fa((t%)).

Soit n € N. v(Py(tuns1) — Po(un)) = v((tni1 + un)? — (Ung1 + un)).

Puisque ¥n € N,v(uny1 — Un) = v(tUpi1 + un) < 0, v((upi1 + up)?) =
20(Upp1+upn) < V(Upt1+uy) et done v(Po(unt1) — Po(un)) = 20(upt1 +un) <
0=wol.

Ainsi, Py(a) + 1 est également une pseudolimite de Py(u) dans Fo((t%)). On
note L := K(P(a)). On va montrer que L admet deux extensions immédiates
maximales.

Puisque Py(a) et Py(a) + 1 sont tous deux pseudolimites dans Fo((t%)) de
Py(u) qui est de type transcendant sur K, Pautomorphisme f de L sur K qui
envoie Py(a) sur Py(a) 4+ 1 est un automorphisme de corps valué.
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Notons que a est une racine de Py + Py(a) € L[X]. Donc b := f(a) est racine
de Py+ Po(a) +1, et on dispose d’un isomorphisme de corps valués L[a] — L[b)].

Soient M, M’ deux extensions immeédiates maximales respectives de L[a] et
L[b].

M et M’ sont donc deux extensions immédiates maximales de L. Supposons
M et M’ isomorphes sur L en tant que corps, soit 7 un tel isomorphisme.

0 =j(0) = j(Po(a) + Po(a)) = j(Fo)(i(a)) + j(Fo(a)) = Fo(i(a)) + Fola),
donc Py(j(a)) = Py(a).

Donc Py(j(a) +b) = Fo(j(a)) + Po(b) = Po(a) + Fo(a) +1 = 1.

Cest-a-dire que j(a)+b est racine dans M’ de I’équation entiére X2+X +1 =
0 & coefficients dans I’anneau de valuation de M’. Ce dernier étant intégralement
clos dans M, il contient j(a) + b, et en passant au corps résiduel, cela produit
une racine de X2 + X + 1 dans Fs, ce qui est contradictoire. Donc M et M’ ne
sont pas isomorphes en tant que corps sur L, ce qui conclut la preuve.

Cette preuve est largement inspirée de [2], p.318, §5.

IV - Corps valués henseliens

La notion que 'on présente ici est a la fois centrale en
théorie des corps valués et facilement manipulable dans des
contextes divers comme la géométrie algébrique, la théorie
des corps ordonnés, la théorie des modeles. Elle posséde
également des spécifications aux structures de corps diffé-
rentiels valués que I’on ne rencontrera cependant pas dans
le rapport.

Les résultats de cette partie sont tirés de [1], chap 3.3.

Définition IV.1 : corps valués henseliens
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Un corps valué (K, v) est dit henselien s’il vérifie la condition suivante :
VP € K3'X],Va € K31, si P(a) < 1 et P'(a) < 1 alors il existe z € av tel
que P(z) = 0.

La condition P(a) < 1 signifie que P(a)v = 0 dans le corps résiduel, c’est-a-
dire que av est une racine de la projection dans Kv du polynéme P, aussi notée
Pv. P'(a) =< 1 signifie que av est racine simple de Puv, ainsi le caractére henselien
traduit le fait que les équations polynomiales ayant une solution singuliére dans
le corps résiduel ont une solution dans le corps tout entier.

Proposition IV.1
Dans la configuration précédente, la racine  de P dans awv si elle existe est
unique.

* % *

Soit € av tel que P(z) = 0.

Soit € < 1. L’expansion de Taylor en x donne :

P(x+¢)=P(x)+ P'(z)e + (;P(Hg) (1)eh)e? ot y := ;)P(HQ) (1)t < 1.

Notons que P(z) = 0 et P'(z)v = P(a)v # 0 donc P’(z) est inversible. Ainsi,
on a:

P(z +¢) = P'(x)e + ye2 = P'(x)e(1 + P'(x) 'ye) ont P'(x) 'ye < 1 donc
(14 P'(z) 'ye) < 1.

En particulier, P(z + ¢) s’annule si et seulement si ¢ = 0, donc sur av, P ne
s’annule qu’en x.

* * *

Lemme IV.1

Soit (K, v) un corps valué, soient P € K='[X] et a € K=! tels que :
-P(a) <1

-P'(a) <1

-P ne s’annule pas sur av.

Il existe une suite (uq)a<~ pseudocauchy d’éléments de av sans pseudolimite
dans K telle que (P(uq))a<y ~ 0.
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Notons que pour z € K, on a P(a+z) = Y Py(a)z’ = P(a) + P'(a) +
i>0
3 PO (a)z.
i>2

Ainsi, en posant b = a — 5(&)), on a P(b) = P(a)*( 1;;'&2‘)1(3 x) ot
i>0

> poae <1,

Donc P(b) = P(a)?, ot P(a) est non nul car P ne s’annule pas sur av, donc
v(P(b)) > 2v(P(a)) > 0.

On a également v(b — a) = v(—475) = v(P(a)) — v(P'(a)) = v(P(a)) >
0. Cela implique en outre b — a < 1 donc b € av donc (P(b)v, P'(b)v) =
(P(a)v, P'(a)v) (car P € K=1[X]).

Ainsi, P(b) < 1 et P/(b) < 1. C’est-a-dire que b satisfait les mémes conditions
que a par rapport & P, et on peut donc itérer cette construction.

On construit ainsi une suite (u,),<x de av telle que Vp < 0 < A\, v(us—u,) =
v(P(up)) >0, v(ue) > 2v(u,) >0, Pus) <1 et P'(uy) < 1.

-On pose ug = a,u; = b.

Soit  un ordinal tel que (u,),<p est construite.

. . P(ua .
-Si 3 est successeur d’un ordinal ¢, on pose ug 1= uq — P/((Z )). Les conditions
@

P(ug) < 1et P'(ug) <1, ug € av sont respectées par construction.
On apour p < a < f.Sip = aalors v(ug—up) = v(P(u,)) par construction.
Sinon, v(ug — u,) = v(ug — Uq + Ua — Up) OU V(Ug — U) = V(P (uq)) >
20(P(,)) > 0(P(uy)) = vlta — ), donc v(ug — u,) = v(ua —up) = v(P(uy).
Il est clair que v(Pug)) > 2v(P(u,)). Ainsi, (u,),<p+1 est bien construite.
-Si 8 est limite, alors (u,),<g est pseudocauchy. En effet, pour p < o <y <
B, on a vty —us) = v(P(us)) > 20(P(uy)) > v(P(up)) = v(ue — up)-
Si (u,)p n’admet pas de pseudolimite dans K alors le lemme est prouvé.
Sinon, on note ug une pseudolimite de cette suite. P(u,) foos P(ug) donc par

stricte-croissance de (v(P(u,)))p<p, 0n av(P(ug)) > 2v(P(upy1)) > v(P(u,)) Vp <
8.

Pour p < 3, on a de méme que précédemment v(ug —u,) = v(Upy1 — Up) =
v(P(up)), ce qui implique que ug € av, puis que P(ug) < 1 et P'(ug) < 1.

Ainsi, la suite (u,),<p+1 €st construite.

Par stricte croissance de (v(P(u,)),<~ dans vK, la construction doit s’arréter
avant [vK|*, et donc on dispose d’un certain ordinal limite v tel que (u,),<~
est une suite pseudocauchy de av sans limite dans K telle que par construction,

(P(up))p<y ~ 0.

Théoréme IV.1
Tout corps valué algébriquement maximal est henselien.
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* Kk *

Soit (K,v) algébriquement maximal. Soient P € K='[X],a € K=! tels que
Py(av) =0 et P'v(av) # 0.

On a donc P(a) <1 et P'(a) < 1.

On suppose que P ne s’annule pas sur av. On peut appliquer le lemme
précédent pour déduire l'existence d’une suite (u,),<~ pseudocauchy de av sans
limite dans K et annulée par P.

Mais alors (u,),<, est algébrique sur (K,v), donc elle admet d’aprés le
théoréme ITI.2 une pseudolimite dans une extension algébrique immeédiate de
(K,v), qui est propre du fait que P ne s’annule pas sur av : cela contredit le
caractére algébriquement maximal de (K, v).

Donc P s’annule sur av : (K,v) est henselien.

* Kk *

Corollaire
Tout corps valué maximal est henselien, tout corps valué algébriquement clos
est, henselien.

On va maintenant montrer la réciproque dans le cas d’équicaractéristique
nulle.

Lemme IV.2

Soit (K, v) henselien.

Soient P € K[X] et a € K. On pose v := v(P(a))—v(P'(a)) (éventuellement,
v = 400). On suppose que P'(a) # 0 et P(a) = 0 ou (P'(a) # 0 et Vi €
{2;...deg(P)}, vP(a) < vPy(a) +i.y.

On dit que P est en configuration de Hensel en a

Alors il existe un unique élément b € K tel que vb > v et P(a+b) = 0. De
plus, vb =~

* Kk *

-Si P(a) =0, b = 0 fonctionne et est unique car alors v = +o0.

. . P(a . P((a+gX
-Sinon, soit g = P,((a)), et ‘Q = «T‘f;)
Q=1+X+ > P;la)gX".
i>2

Pour i € {2;...;deg(P)}, on a vP(IQEZ;g =vP;(a) + iy —v(P(a)) > 0.

On en déduit que Q € K=!, Qu = X + 1. Et (K, v) étant henselien, que Q
admet une unique racine z dans K31,

b := ug satisfait P(a +b) = P(a)Q(u) =0et vb=vu+vg =04~y =1.
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De plus, pour &’ € K tel que P(a+b') =0et vd > v, 0n a Q(ﬁ) = P};g)b) =0

ol v%' >~ —~ =0 donc %' € K=! et par unicité de la racine de @ dans K=1,

%/ = u, donc b’ = b, ce qui conclut la preuve.
* * *

Lemme IV.3

Soit (K,v) un corps valué d’équicaractéristique nulle, soit u : A — K une
suite pseudocauchy admettant une pseudolimite a dans K.

Pour p < A, on pose v, := v(a — u,). Soit d un nombre naturel, soit P €
K4[X] qui annule u et tel que pour 1 <i <d, P;)(u) + 0.

Pour 2 <'i < d, on a éventuellement vP(u,) = v(P(u,) — P(a)) = vP'(a) +
Yo < v(Pay(a) + )

* %

La preuve du lemme III.1 appliquée & P fournit I'existence d’un unique
entier 1 < ig < d tel que pour tout 1 < i #ig < d,

v(P(u,) — P(a)) = vP;,(a) +io.7, < vP;)(a) + iy, éventuellement.

Puisque P(u) ~ 0, vP(u,) = v(P(u,) — P(a)) éventuellement, ce qui donne
pour 1 <1 # 45 < d,

vP(u,) = vPg,(a) +io.7y, < vPy)(a) +i.y, éventuellement.

Montrons que ig = 1. Soit ¢ > 1. Il suffit de montrer que vP’(a) + v, <
vPy)(a) +i.y, éventuellement.

La preuve du lemme III.1 appliquée & P’ montre que pour j > 1, v(P’(u,)—
P'(a)) < vP; (a) + j.v, éventuellement.

De méme, puisqu’éventuellement vP’(a) = vP’(u,), on obtient vP'(a) <
vP(;y(a) + j.yp éventuellement.

(K, v) étant de caractéristique nulle, on a P(’j) S - (7 + 1)P(j+1) =

7!
(G + D) PGs)-
Kw étant de caractéristique nulle, v(j 4+ 1) = 0, d’ott vP’(a) < vP(11)(a) +
J-vp éventuellement.
Puisque 7 > 1, on peut appliquer ceci & j = i — 1 pour obtenir vP’'(a)+, <
vPy;(a) +i.y, éventuellement, ce qui conclut la preuve.
* *

GFOY T

Proposition IV.2

Soit (K,v) un corps valué d’équicaractéristique nulle, soit u : A — K une
suite pseudocauchy.

Pour p < A, on pose 7, :=v(a —u,). Soit P € K[X] qui annule u et tel que
pour 1 <, Py (u) 0.
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Alors P est éventuellement en configuration de Hensel en u,, et dans toute
extension henselienne de K, il existe une unique racine de P pseudolimite de w.

* * K

Soit (K',v") une extension de (K, v) possédant une pseudolimite a de P (voir
le corollaire du lemme ITI1.1). On a éventuellement v’ P;)(u,) = v'P(;)(a), donc
le lemme précédent appliqué dans (K’,v') montre que P est éventuellement en
configuration de Hensel en u,.

Soit (L, w) admet une extension henselienne (K, v).

Quitte a considérer un segment final de u, on peut supposer que (vp)p<>\ est
strictement croissante, que pour p < o < A\, v(us — u,) = 7, et que P'(u,) #
0 Vp < A

D’aprés les deux lemmes précédents, on peut également supposer que pour
tout p < A, il existe un unique élément b, de L tel que P(b,) = 0 et w(u,—b,) =
wP(u,) —wP' (u,).

D’aprés le lemme précédent, on peut également supposer que Vp < A, wP(u,)—
wP’'(u,) =,, et donc w(u, —b,) = ,.

Par unicité des b,, on a b, = b, pour o > p. Ainsi, tous les b, sont égaux a
by et Iégalité w(u, — b,) = 7, montre que by est pseudolimite de u.

* Kk *

Théoréme IV.2
Un corps valué d’équicaractéristique nulle est henselien si et seulement s’il
est algébriquement maximal.

* % % *

Le sens indirect est un cas particulier du théoréme IV.1.

Montrons la réciproque.

Soit (K, v) un corps valué henselien, et soit u : A — K pseudocauchy de type
algébrique sur K.

(K,v) étant d’équicaractéristique nulle, pour 1 <4 < deg(Il,), on a —oo <
deg(Hu(l)) < deg(Hu) donc Hu(l) (u) ~ 0.

D’aprés la proposition précédente, (K, v) étant sa propre extension hense-
lienne, II,, est éventuellement en configuration de Hensel en u, et il existe une
unique pseudolimite a de u dans K qui est racine de II,.

En particulier, u admet une pseudolimite dans K. D’apreés le corollaire 1
du théoréme II1.2, K est algébriquement maximal.

* * * *x

Comme nous ’avons suggéré, un corps valué peut admettre deux extensions
immeédiates algébriquement maximales non isomorphes. Le théoréme qui suit
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montre que la situation est bien plus rigide lorsque ’on affaiblit la condition de
maximalité algébrique et qu’on la remplace par le caractére henselien.

Théoréme IV.3

Soit (K, A) un corps valué. Il existe une extension henselienne (F,B) de
(K, A) telle que tout plongement de (K, A) dans un corps valué henselien (L, V)
se prolonge de maniére unique en un plongement (E, B) — (L, V).

Une telle extension est appelée henselisé de (K, A).

* k% *x

Définition

Soit K une cloture algébrique de K. On choisit un anneau de valuation A
de K qui domine A.

(IN( ,ﬁ) est henselien car algébriquement clos, ainsi on peut considérer l'in-
tersection F des sous-extensions henseliennes de K dans K.

On pose B = EN K. 1 s’agit de montrer que (E, B) est un henselisé de
(K, A).

Caractére henselien

Soit P € B[X], soit a € B tels que P(a) € mp et P'(a) € B*.

(I?, g) étant henselien, P admet une unique racine b dans a +m 3.

Soit (K’, K’ N A) une extension henselienne de (K, A) dans (K, A).

De méme, BC KN Z, donc P admet une racine b" dans a +m ., 3

Mais alors 0" € a 4 mz, donc b’ = b.

C’est-a-dire que b est dans K’. On en déduit que b € B, et donc que b €
a + mp, ce qui prouve que (E, B) est henselien.

Existence d’un prolongement

Il suffit de montrer que si (L, V') une extension henselienne de (K, A), il existe
un plongement (E, B) — (K, A) sur K. Quitte & considérer la cloture algé-
brique de K dans L, qui est henselienne par transitivité du caractére algébrique
d’une extension, on peut supposer que L est algébrique sur K.

Soit L une cloture algébrique de L, et V un anneau de valuation sur L qui
domine V.

D’apreés le corollaire de la proposition I1.4, puisque K et L sont isomorphes
en tant que clotures réelles de K, il existe un isomorphisme o : (K,A) —
(L, V) sur K.

o(E) est la plus petite sous-extension henselienne de K dans L, donc en
particulier, o(E) C L.

Donc ¢ := o|g est un plongement de corps valués (E, B) — (L, V) sur K.
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Unicité du prolongement

Soit j : (E, B) — (L, V) un plongement sur K. On veut montrer que j = ¢.

Posons F:={a € E | j(a) = ¢(a)}.

F est un sous-corps de E qui contient K. Il suffit donc de montrer que
(F, F N B) est henselien pour conclure que F' = F donc j = .

Soit P € FNB[X], soit a € FNB tels que P(a) € mpnp et P'(a) € (FNB)*.

(E, B) étant henselien, P admet une unique racine b dans a + mp.

(L, V) étant henselien, j(P) et o(P) admettent d’uniques racines ¢, d dans
j(a) + myv, ¢(a) + my. Puisque j(P)(j(0)) = 0 = o(P)(¢(b)) et j(b),(b) €
j(a’) +my, <p(a) +my,onacv= .](b)7 @(b)

Or j(P) = ¢(P) car P € F[X], et j(a) = p(a) car a € F, donc ¢ = d,
c’est-a-dire j(b) = ¢(b) : b€ F.

Ainsi b € a + mpnp, ce qui montre que (F, F' N B) est henselien et conclut
la preuve.

* * * *x

Propriétés :

-Puisqu’un henselisé satisfait une propriété universelle, il est unique & unique
isomorphisme sur (K, A) prés, et on peut parler de I’henselisé de (K, A).

-Le théoréme IV.1 permet de déduire que ’henselisé d’un corps valué
est un sous-corps valué de toutes ses extensions algébriquement maximales, et
puisqu’en particulier tout corps valué admet une extension immeédiate algébri-
quement maximale, que ’henselisé est une extension immédiate. Par ailleurs

-L’équivalence donnée par théoréme IV.2 montre que dans le cas d’équi-
caractéristique nulle, un henselisé est tout simplement une extension immeédiate
algébriquement maximale, et que la propriété universelle s’applique si l’on rem-
place "henselienne" par "algébriquement maximale".On parle alors de cloture
algébriquement maximale.

V - Un théoréme de structure

Le but de cette partie est de démontrer un théoréme de structure pour les
corps valués maximaux d’équicaractéristique nulle.

On travaillera donc principalement en équicaractéristique nulle.

Le théoréme dans une version plus générale se trouve dans [2], Theorem
6, p317. Les preuves sont ici inspirées de [1], [2] et [3].
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Proposition V.1
Deux extensions immeédiates maximales d’un méme corps valué d’équicarac-
téristique nulle sont isomorphes sur K.

* * *

Soit, (K, A) valué d’équicaractéristique nulle, soient (L, V), (F, B) deux ex-
tensions immeédiates maximales de K.

Soit X l’ensemble des triplets (L', F’, j) ou L', F’ sont des sous-extensions
de K respectivement dans L, F, et j est un isomorphisme (L', L' NV) —
(F',F'NB) sur K.

On munit X de l'inclusion triple (C, C, C).

X contient (K, K,idg) donc il n’est pas vide.

X est stable par unions de chaines, donc d’aprés le lemme de Zorn, X admet
un élément maximal (Lg, Fy, jo).

Supposons que Ly # L.

(L, V) est maximal donc algébriquement maximal, donc henselien.

-Si (Lo, Lo N'V') n’est pas henselien, alors sa cloture henselienne L;, (plongée
de maniére unique dans (L, V')) dans (L, V) est une extension propre.

D’aprés le théoréme IV.3, j, se prolonge en un isomorphisme de corps
valués jp : Ly, — Fj, Fp étant la cloture henselienne de Fy dans (F, B).

On a alors (Lo, Fy, jo) < (Lp, Fr, jn), ce qui est contradictoire.

Ainsi, Lg est henselien.

-Soit x € L — Lyg.

Notons que (Lg, LoNV) est d’équicaractéristique nulle, donc d’aprés le théo-
réme IIL.2 il est algébriquement maximal.

L étant une extension immeédiate de (K, A), c’est une extension immédiate
de (Lo, Lo N V), donc d’aprés la proposition III.1, x est pseudolimite d’une
suite pseudocauchy w de (Lo, Lo N V). D’apreés le corollaire 3 du théoréme
I11.2, (Lo, Lo N'V) n’est pas maximal.

Notons que (Lo, LoNV') est d’équicaractéristique nulle, donc d’aprés le théo-
réme ITI.2 il est algébriquement maximal ; ainsi, u est de type transcendant.

jo(u) est donc de type transcendant sur Fp, et par maximalité de (F,B),
elle admet une pseudolimite y dans F. Le théoréme IIL.1 affirme alors que
y est transcendant sur Fy et que l'on peut prolonger j, en un isomorphisme
(Lo(z), Lo(z) N V) — (Fy(y), Fo(y) N B), ce qui contredit encore une fois la
maximalité de (LO, Fo,j0>.

Donc Ly = L, de méme Fy = F : finalement (L, V) et (F, B) sont isomorphes
sur K via jp.
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* K K

Cette rigidité permet de parler de la cloéture maximale d’un corps valué
d’équicaractéristique nulle, qui n’est alors qu’une extension immédiate maxi-
male. Il faut prendre garde tout de méme au fait qu’en général, plusieurs clo-
tures maximales peuvent exister, comme le montre la remarque de la fin de la
partie ITI.

Par ailleurs, méme dans le cas d’équicaractéristique nulle, la cloture maxi-
male ne posséde pas la propriété universelle initiale. En fait, la preuve précédente
permet de produire plusieurs isomorphismes sur (X, v) entre deux clétures maxi-
males de (K, v) : il suffit étant données les premiéres extensions E(z), E(y) de
Ihenselisé de K dans L, F' de considérer les isomorphismes jo, j; : K(z) = K(y)
envoyant respectivement x sur y et x sur y + 1. Le lemme de Zorn produit alors
un élément maximal (L, F,ig) prolongeant jo et un autre (L, F, 1) prolongeant
J1, et les deux isomorphismes sont bien distincts.

On veut montrer que les corps valués maximaux d’équicaractéristique nulle
sont semblables aux corps valués de séries de Hahn. Dans ces derniers, on trouve
en le sous-corps des constantes un sous-corps isomorphe a leur corps résiduel via
Papplication résidu (on parle d’un relévement du corps résiduel), et un ensemble
de mondmes qui & cocycle prés définit une section de la valuation. Il s’agit
donc de mettre en évidence ces deux propriétés dans les corps valués maximaux
d’équicaractéristique nulle.

Lemme V.1

Soit (K,v) un corps valué admettant un sous-corps maximal C' de K=!
() : C est algébriquement clos relativement a K.

(¢) : Kv/Cwv est algébrique.

* * %

(i) : K=! est intégralement clos dans K, et il contient une cloture algé-
brique de C dans K. Par maximalité de C' comme sous-corps de K=!, C est
algébriquement clos dans K.

(i) : Supposons qu’il existe y = zv € Kv transcendant sur Cv.

Clx] se plonge dans Kv[y]. En effet, pour P € C[X] non nul, Pv est non
nul (C N K=! = {0} car C est stable par inversion, et donc cd(Pv) # 0), et en
particulier, Pv n’annule pas y, donc P(z)v # 0.

Clest-a-dire que VQ(x) € C[z],v(Q(x)) = 0. Donc VQ1 (z), Q2(z) € Clx], Q2(x) #

0, v(g;g) =0, et donc C(z) C K=!. Or C est un sous-corps propre de C(z),
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ce qui contredit la maximalité de C.
Ainsi, Cv est algébriquement clos dans Kv.
* %

On en déduit 'existence de relévements pour les corps valués d’équicaracté-
ristique nulle ordonnés et henseliens.

Proposition V.2
Si (K, v) est henselien d’équicaractéristique nulle, alors K=! admet un sous-
corps maximal, et tout sous-corps maximal de K=! est un relévement de Kwv.

* ok x

Notons tout d’abord que (K, v) étant dans les deux cas d’équicaractéristique
nulle, K=' admet un sous-corps isomorphe & Q et par Zorn, il admet un sous
corps maximal. On en fixe un que l'on note C.

Soit y = zv € Kw.

D’aprés le lemme V.1, y posséde un polynéme minimal II, € Cv[X]. I,
est séparé car irréductible en caractéristique nulle.

Soit P un relévement de II,, dans C[X].

y est racine simple de Pv = II,, donc par henseliannité de (K, v), P admet
une racine 2’ € z + K=! ¢ K=1,

C étant algébriquement clos dans K=1, 2/ € C, et donc y € Cv.

Donc Cv = Kv : C est un relévement de Kwv.

* % *

Définition V.1

Soit (K,v) un corps valué. Un groupe monomial de (K,v) est un sous-
groupe de (K>, x) isomorphe a vK.

De maniére équivalente, c’est l'image d’une section de la valuation v vu
comme un morphisme de groupes (K>, x) — (vK,+).

Proposition V.3
Soit (K,v) un corps valué. Soit G un sous-groupe divisible de K* tel que
vG = vK. G contient un sous-groupe monomial de (K, v).

* % *
Notons que l'on dispose de la suite exacte courte suivante :



39

0—GNES 56 -2 0K — 0.

G N K=! est divisible : pour n € N,g € GN K=Y 35 € G,6" = g et
v(6) = L.w(g) > 0donc § € GN K=

G étant divisible, G N K= est divisible, donc d’aprés la proposition 1.1, il
est injectif dans la catégorie des groupes abéliens.

Ainsi, en appliquant la définition de I'injectivité dans une catégorie abélienne
avec A= B =GN K= et C = G, on obtient une section de I'inclusion G' N
K= < @, la suite est scindée, et on en déduit Iexistence d’une section de
v: G — vK, dont I'image est un groupe monomial de (K, v) inclus dans G.

* % *

En général, la preuve du lemme étant non constructive, on ne dispose pas
d’un groupe monomial explicite pour (K,v). On peut noter qu’en vertu de cette
proposition les corps réels clos valués et les corps algébriquement clos valués
admettent un groupe monomial.

Ce n’est pas nécessairement le cas pour les corps valués henseliens, cependant
on peut leur trouver un groupe monomial "a cocycle prés" :

Proposition V.4
Soit (K, v) henselien d’équicaractéristique nulle.
On fixe un relévement C, algébriquement clos dans K, de son corps résiduel.

Il existe un cocycle A : (vK)? — C* et une application t : I' — C* tels
que vot =1idr et Va,B € F,to‘tﬁ — )\(a, 5)to¢+beta.

* * *
On se donne une base rationnellement indépendante B de vK . (proposition
1.2)
-Pour chaque élément v de B, on fixe ¢7 dans v~ ({}).
-Pour a = > x;7y; € vK, combinaison linéaire a coefficients entiers des v; €

on pose t* - [T )=

K3
-Soit o = Y z—?% € vK, combinaison linéaire & coefficients rationnels des
1
i € B. On note r = \/ y;, de sorte que o = .(r.a) ol r.a est une combinaison

linéaire & coefficients (Zentiers des ;. On dispose ainsi de ™.

Soit z € K tel que a = vz. vz" = r.a = vt™® donc Utf% =0.

Ainsi, Ja € C* tel que av = tf%v.

Soit P = —2_X" —1¢€ K=3[X].

Pv = X" — 1 admet la racine simple 1. (K, v) étant henselien, P admet une
racine b dans K =1,

On pose t* := zb, de sorte que (t*)" = at™*.
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Soient o, 8 € vK. On fixe des entiers 7, s, u tels que r.a, 5.3, u.(a + 3) sont
des combinaisons linéaires & coefficients entiers d’éléments de B.

Il existe a,b,c € C tels que (t*)" = at™®, (t%)* = bt*P et (toTF)* =
ctu-(ath)

Donc (%)““ =a*"™e " e C.

C étant algébriquement clos dans K, fz—f; eC.

On définit donc un cocycle satisfaisant les conditions en posant pour («, 3) €

@B

(UK)z, )\(a, B) = tta-It-[i .

Par construction, on a bien v ot = idr.

* * *

Voici enfin le théoréme de structure :

Théoréme V.1

(7) : Soit (K, v) valué maximal d’équicaractéristique nulle. Il existe un cocycle
A:(T)? — Ko™ et une application ¢ : vK — (Kv)* tels que vot = id,x et (K,v)
est naturellement isomorphe au corps valué des séries de Hahn (Kv((t°K)), A\, w).

(#7) : Si de plus (K,v) admet un groupe monomial, alors on peut choisir
A= 1.

* ok * x

(¢) (K,v) étant maximal, il est algébriquement maximal donc henselien.
D’aprés la proposition V.3, on peut choisir un relévement C' de Kv et d’aprés
la proposition V.4, on peut choisir un cocycle A

(K, v) est une extension immédiate de son sous-corps valué F' engendré par
t(vK) et C, car celui-ci contient C' ainsi que les t*, « € vK dont les valuations
épuisent vK.

On a vu avec la proposition IIL.4 que (C((t°K)), \,w) est également une
extension immédiate maximale de ce corps valué (& isomorphisme prés), donc
d’aprés la proposition V.1, ces deux corps valués sont isomorphes sur F.
C’est ce que l'on entend par "naturellement isomorphe" ; il faut faire attention
cependant au fait que les existences de ) et ¢ sont des résultats non constructifs
en général.

C étant naturellement isomorphe & Kv, on obtient le résultat tel qu’énoncé.

(#4) : Si de plus (K,v) admet un sous-groupe monomial, alors la section t
correspondante permet de choisir A = 1.
* Kk Kk
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VI - Algorithme de Newton

Dans toute cette partie, on fixe un corps valué (K,v), et un polynéme P =

a; X" € K[X] avec a, # 0. On notera I' := vK, A := K=! et k := K.
1
On fixe une partie M de K* telle que la restriction de v : M — T est

bijective, et on note s sa réciproque. Les éléments de M seront appelés monomes.

T

?

On va présenter un algorithme appelé algorithme de Newton permettant
de déterminer les racines de P dans K en utilisant la valuation pour ramener la
difficulté de trouver les racines dans le corps résiduel. Cet algorithme n’est donc
utile que si le corps résiduel posséde des propriétés algébriques permettant d’y
résoudre certaines équations polynomiales. Les résultats jusqu’au lemme V1.4
figurent a quelques détails prés dans [1], chap 3.7. L’algorithme & proprement
parler est une facon comme une autre de les mettre en pratique.

Le dernier paragraphe est une application de cet algorithme & une équation
simple.

Définition VIL.1
Soit @ = 3 ¢; X* € K[X] non nul. Soit z € K
i=1

IN

-On note d¢ et on appelle monéme dominant de @) I’élément s(min({va; |
i < n})).

-Par construction, %Q € A[X]. On note Dg := %Qv € k[X].

-On note Q4. = Q(X + ), et Qx, := Q(zX).

-On note mul(Q) et on appelle multiplicité de @ en 0 la plus grande puis-
sance de X qui divise Q.

-On note ddeg(Q) et on appelle degré dominant de Q) le degré de Dg.

-On note dmul(Q) et on appelle multiplicité dominante de @) la multipli-
cité de Dg en 0.

Quelques remarques :
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-Dg n’est jamais nul.
n

OnaQi. = Y Q@) X7, et Qup = 3 (¢:a7) X7 En particulier, deg(Q.,), deg(Qxs) =
=0

deg(Q) et mul(Qx,) = mul(Q). o
-0 < ddeg(Q) < deg(Q) et mul(Q) < dmul(Q) < deg(Q).

Lemme VI.1
Soient m < n € M.
On q dmul Py < ddeg(Pxw) < dmul(Pxy) < ddeg(Pxny)-

* *

On a toujours mul(Q) < deg(Q) si @ est un polyndéme non nul, il suffit donc
de montrer que ddeg(Pxm) < dmul(Pxy).

On note d = dmul(Pxy). Soit ¢ > d.

Si on avait va;n’ < vagn?, on aurait dp,, = amn’ = asn donc le coefficient
de degré d de ﬁPXn serait dans m 4, et donc son résidu serait nul.

Mais alors, par définition de d, les coefficients jusqu’au degré d de Dp,_,
seraient nuls ce qui contredirait la définition de d.

Donc a;n* < agn®. _

On a donc a;m’ = (ami)‘:—;,
(ami)‘% = (adnd)f—; = agm?.

Pour la méme raison que précédemment, le coefficient de degré i de Dp,
est nul. Puisque c’est vrai pour tout i > d, on a ddeg(Pyxn) < d.

* X

et puisque % < 1 et i >d, on obtient a;m’ <

Définition V1.2

Un zéro approché de P est un élément y € K tel que vP(y) > min({va;y* |0 <
i<r}).

Un mondme spécial de P est un élément m € 9 tel que Dp,  posséde au
moins deux coefficients non nuls.

Proposition VI.1

(i) : Si y € K est un zéro approché de P, alors y est non nul et m := s(vy)
est un monome spécial de P et Zv est un zéro de Dp,, .

(#i) : Si z ~ y, alors z est également un zéro approché de P.

(#4i) : Toute racine non nulle P en est un zéro approché.

* % *
Soit y € K un zéro approché de P
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(1) : Puisque vP(0) = vag et min({va;0° | 0 < i < r}) = vag, 0 n’est pas un
zéro approché de P, donc y est non nul.

On peut donc considérer m := s(vy). vm = vy par définition de s donc £ € A
et on peut considérer son résidu.

Dr(B0) = £ 200 = 5 s — b p(g.

Or vy~ P(y) = vP(y) - (S(mlﬂ({wam’ [0 <j <r}) = vPy) -
min({va;m? | 0 < j < r}) = vP(y) — min({va;y’ | 0 < j < r}) > 0 par
définition de la qualité de zéro approché.

On peut noter ici qu’il y a équivalence entre le fait que y soit zéro approché
et que y soit non nul, avec ﬁv racine de Dp__ .

Donc 5plxm P(y)v =0: Zwv est racine de Dp,, .

(#4) : Soit z ~ y. z n’est donc pas nul.
vz = vy donc s(vy) = m. De plus, v(é(vz) 6(gy)) =v(z —y) —vz > 0 par

définition de I’équivalence forte, donc v est une racinede Dp__,

oo = s
ce qui montre d’aprés 1’équivalence mentionnée dans la preuve du (i) que z est

un zéro approché de P.

(#4i) : Si P(z) =0 et z # 0, alors vP(z) = +00 > va,z", donc z est un zéro
approché de P.
* Kk x

On cherche donc les racines non nulles de P parmi ses zéros approchés.
L’outil géométrique que l'on va maintenant construire permet entre autre de
localiser "graphiquement" les zéros approchés d’un polynoéme.

Définition VI.3 : Diagramme de Newton

On considére ’enveloppe divisible QI' de T'.

On voit N x QI' comme un ensemble de points.

Pour 8 € QI', on note Lg l'application N x QI' — N x QI' donnée par
Lp(i,v) =~ +i.B.

-On appelle droite de N x QI' une partie L de N x QI telle qu’il existe
(8,6) € QT x I' tel que L = L' ({5}).

Une droite étant donnée, les paramétres 3, correspondants sont, déterminés,
on les appelle respectivement antipente et ordonnée a 1’origine de L, et on
note L = Lg 5.

-Un point (7,7) de N x QI est au dessus de la droite Lg s si Lg(i,v) > 0,
en dessous de Lg s si Lg(i,y) > 0, sur Lg s si Lg(i,y) = 0.
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-Le diagramme de Newton de P est la partie N(P) := {(i,va;) | 0 <@ <7}
de N x QI

-Une aréte de N(P) est une droite de N x QI' contenant deux points de
N (P), et telle que tous les points de N'(P) sont au dessus de ou sur L.

-Une antipente de N'(P) est un élément de I" qui est Pantipente d’une aréte
de N (P).

-L’abscisse gauche (resp. droite) d’une aréte L de N (P) est le plus petit
entier (resp. plus grand entier) 0 < ¢ < r tel que (¢,va;) € L. On les notes g, et
dy.

Convexité du diagramme

() : Deux arétes distinctes de N (P) ont des antipentes différentes.

En effet, soit 5 € QI' une antipente commune aux arétes Lgs et Lgs de
N(P).

Soit (#,va;) un point de Lgs. (i,va;) est au dessus de ou sur Lg s donc
va; +1.8=486 > 6.

De méme, ¢’ > §, donc § =6’ et Lgs = Lg s

(17) : Si L, L’ sont deux arétes de N'(P) d’antipentes respectives 8 < @', alors
dr < gr, c’est-a-dire que 'antipente diminue de gauche & droite, ou encore que
la pente augmente de gauche a droite, ce qui revient en conjonction avec (i) a
dire que la figure formée par les arétes de A/(P) est convexe.

En effet, si (i,va;) € L et (j,va;) € L', en notant §,0’ les ordonnées a
Porigine, on a :

va; + 1.6 =9

va; + 5.0/ =9

va; +1.8" > ¢

vaj + 3.6 > 0.

Donc va; + 4.6 < va; + j.0 et va; + 5.5 <wva; +i.6' > §, d'ou :

(i — )-8 < va; — va; < (i — j).B', puis 0 < (i — j)-(8' = B) o B/ — B > 0.

On en déduit que (i — j) > 0, donc j < 4, et en particulier, dr, < gr.

Voici un exemple de diagramme de Newton. Il s’agit de celui de

A4t y6_ 3 5 4 3 t24t+1 y2 1 )
Py = t2+1X _ﬁX +2tX°—(t4+2) X"+ t+1 X +t473t2+1X_2t6+t5+1'

dans K = R(t)[X], vy = deg(Q) — deg(P). (I' = Z et k = R).
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Les points représentent les points de N (Fp), les segments représentent les
arétes de N (P). Elles sont ici au nombre de 3, et les antipentes correspondantes,
qui sont les opposés des pentes géométriques de ces portions de droites, valent
%,0 et 1 de gauche & droite. A noter que la premiére n’appartient pas a I';
nous verrons que c’est une obstruction a ce que Py admette un grand nombre
de racines dans K.

Le lien entre le diagramme de Newton et les zéros approchés est étudié dans
la proposition suivante. Tout d’abord, notons les faits suivants :

-Si L = Lg s est une aréte de N'(P), alors tous les points de N'(P) sont au
dessus de ou sur L, donc § < min va; + i.5.

De plus, L contient un point de A'(P) donc § = min va; + 7.5.
K3

-Si B €T, alors 8 = vs(B) donc § = min va; +i.8 = min va;s(3)" = VOP, (5 -
7 7
On note Ps le polynome Qp, _,, de k[X], de sorte que Qp, _ ,, = ﬁPm(,@)v =
xs(8)

ﬁPXS(B)U.

Proposition VI.2
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() : L’antipente § d’une droite L est dans T, alors L est une aréte de N'(P)
si et seulement si s(8) est un mondme spécial de P. Dans ce cas, g, = mul(P3)
et dL = deg(P/g).

(#4) : Si y € K est un zéro approché de P, alors vy est une antipente de

N(P), et Z=v est une racine de P,,.

(vy)
(77) : Si B € I est une antipente de N'(P), et ¢ € k est une racine non nulle
de Pg, alors P admet un zéro approché y unique a équivalence prés a respecter

vy = et S(y—ﬁ)v:c.

* K %

(¢) : 1 suffit de remarquer que les indices des coefficients non nuls de Pg sont
les abscisses des points de L dans N(P).

(44) : Soit y un zéro approché de P. vy est dans I, et comme on ’a vu dans
la proposition précédente, ﬁv est une racine de P,, qui admet au moins deux
coefficients non nuls, disons d’indices jy et j;.

On a alors vép, ., = miinvai + 1.0y = vaj, + jo.vy = vaj, + ji1.vy, ce qui
signifie que Lvymgpx
N(P).

I1 ne reste plus noter que la droite passant (i,va;) et (j,va;) est une aréte de
N (P) d’antipente vy par définition de P,,, donc vy est une antipente de N (P).

o est une aréte de N (P), donc vy est une antipente de
vy

(iii) : Soit m := s(/3). Soit x € c. On pose y = mz, de sorte que Lv = c.
On a déja vu que Dp,_ (%v) = 0 impliquait que y était zéro approché de P.

Or ici Pg(c) = Ps(&v) = Dp, . (Lv).

Donc y est zéro approché de P. Soit y’ un zéro approché de P tel que
vy =B =vy et S”(—%l)v:c.

Il existe donc 2’ € ¢ tel que y = ma’.

v(iy—y) =v(m(z—2a’)) = v(m)+v(z—2') o x—2’ € my doncv(z—1z") > 0.

Ainsi, v(y — ¢') > v(m) = v(m) + v car ¢ # 0 dans k donc vz = 0.

vy —y') >v(mz) =vy:y~y'.

* % *

Corollaire
P admet au plus deg(P) zéros approchés a équivalence prés.

*
Soit Z I’ensemble des classes d’équivalence forte de zéros approchés de P.
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D’apres (i7) et (i), application qui & un élément de Z associe la valuation
commune de ses éléments a pour image ’ensemble G des antipentes de N (P)
dans T

Pour chaque antipente 3 de N'(P), il y a d’aprés (i¢) et (i77) autant d’éléments
de Z de valuation § que de racines de Pg dans k*.

Or, puisque mul(Pg) = g1, et deg(Pg) = d, ou L est I’aréte de N'(P) d’an-
tipente (3, ce nombre de racines non nulles est inférieur ou égal a dp — gr..

Ainsi, en notant L1, ..., L les arétes de N'(P) d’antipente dans I' ordonnées

G
par antipente strictement décroissante, on a |Z| < lzl dr, — 9L,
=1
! IG|-1

Pour tout 1 < p < |G|, gr,,, > dr,, donc |Z] < > dp,,, —dp, <

p=0

dL\G|_dL1 <r—-0=r.
*

Définition VI.4

-Une partie non vide £ de K* est dite <-fermée, si Ve <y K*,y € £ —
r el

-Une équation asymptotique est la donnée d’un polynoéme non nul a co-
efficients dans K et d’une partie <-fermée de K*.

-Le degré dominant ddeg(FE) de I’équation asymptotique E := (Q,E) est
0 si les antipentes de N'(Q) sont majorées strictement par v€.

Sinon, on note 3(F) la plus petite antipente de A(Q) telle qu'il existe z € £
tel que vo < B(F), Lg 'aréte correspondante, et on pose ddeg(F) = df,,.

D’aprés le point (¢) de la proposition précédente, si S(E) € T', on a dy,, =
deg(Ps(p))-

-Enfin, on note ddege (Q) := max({ddeg(Dq, ) | m € ENM}).

-Une solution de F est un zéro de () dans £, une solution approchée de
FE est un zéro approché de @ dans £.

Soit m € M. On a mul(P) = mul(Pxm) < dmul(Pxm) < ddeg(Pxm) <
deg(P), donc mul(P) < ddege(P) < deg(P).
La relation entre ddeg(FE) et ddegs (P) peut-étre précisée :

Lemme VI.2

Si le degré dominant de E est nul, alors £ n’admet aucune solution appro-
chée, et ddege (P) = mul(P).

Sinon, mul(P) < ddege (P) = ddeg(FE).
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Soit (K, <) une extension algébriquement close de (K, <). On prolonge s en
une application s du groupe de valeur de (I? , 3) dans son groupe unité telle
que v o §o v soit 'identité sur le groupe de valeur, et on considére M = Im(3s).
On pose aussi £ = {z € K* | Jy € E,xgy}; qui est une partie <-fermée de
(, ).

E = (P, g) est alors une équation asymptotique sur (I?, 3) La définition
de £ impose que ddeg(E) = ddeg(E). Conjointe au lemme V1.1, elle implique
également que ddegg(P) = ddege (P). Bien str, la multiplicité de P en zéro est
conservée par extension quelconque. On peut donc supposer que K est algébri-
quement clos, ce qui impose trivialement que I est divisible, et c’est ce que I'on
fait dans la suite.

Supposons que y € £ est un zéro approché de P. Alors vy est une antipente
de N(P), donc ddeg(E) est ’abscisse droite d’une aréte de N(P), qui est stric-
tement supérieure & ’abscisse gauche de la méme aréte, donc non nulle. Ainsi
une équation asymptotique de degré dominant nul n’admet aucune solution ap-
prochée.

Soient m := mul(P),d := ddegg (P).

Supposons m < d. Soit m € M tel que d = ddeg(Pxw).

On ne peut pas avoir va,m™ < vagm? sinon le coefficient de degré d de
Dp, . serait nul et ce polynéme serait donc de degré distinct de d.

On a donc va,, + m.vm > vag + d.vm.

m étant la multiplicité de P en zéro, c’est la plus petite abscisse des points
de N(P), donc I’abscisse gauche de l'aréte L de N'(P) de plus grande antipente.

Cette antipente doit donc étre plus grande que vm, ce qui montre que
ddeg(E) > dr, > 0. Cela montre la premiére inégalité par contraposition.

Supposons maintenant que ddeg(E) > 0. Puisque mul(P) est la plus petite
abscisse de points de N'(P) et que ddeg(F) est une abscisse droite d’une aréte de
N (P) (on utilise ici le fait que T" étant divisible, 3(E) appartient nécessairement
aT), ddeg(E) > mul(P).

Il reste donc & montrer que ddeg(E) > ddege (P).

Supposons le contraire. On dispose alors d’un élément m de £ N M tel que
i := ddeg(Pxm) > ddeg(E) =: d.

Par 'argument habituel, vag + d.om > va; + ¢.om.

d est I’abscisse droite de Lg, donc Lg contient (d,vag) mais pas (i,va;), et
donc va; +i.6(E) > vaq + d.B(E).

Soit L la droite passant par (d,vaq) et (i,va;). Son antipente 8 vaut donc
ZE - (vag — va;), et satisfait donc d’aprés les inégalités précédentes vm < 8 <

=
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L’aréte de N'(P) ayant d pour abscisse gauche a une antipente 3’ supérieure
a (3, donc & vm puisque (i, va;) est sur ou au dessus de cette aréte.

Par décroissance stricte des antipentes lorsqu’on se déplace vers la droite
dans le diagramme de Newton, 3’ < S(F), et donc ' invalide la maximalité de
B(E) a majorer un vz pour x € £ : contradictoire.

Donc ddeg(E) = ddegge(P).

* %

Le degré dominant est un indicateur de la complezité d’une équation asymp-
totique. L’équation est sans solution (car sans solution approchée) s’il est nul,
et sinon, cet entier donne le nombre maximal & équivalence prés de solutions
approchées d’une valuation donnée.

La suite de la théorie de I’algorithme de Newton s’intéresse aux cas inter-
médiaires, et la proposition suivante considére celui de degré dominant égal &
1:

Proposition VI.3
Une équation asymptotique de degré dominant 1 admet une unique solution
dans toute extension henselienne de (K, v).

* % *

On peut supposer (K, v) henselien.

(0, vap) est sur laréte de N (P) d’antipente 3(E) puisque son abscisse droite
est 1.

On a donc vageq(p)+ddeg(E).3(E) = va1+B(E) = vap € I', donc B(E) € T.

Soit m := s(S(F)); soit J :=dp, ..

6 Pymv = Py, avec deg(Pg(p)) = ddeg(E) = 1.

Donc 6! Pywmv admet une unique racine dans k. Cette racine est non nulle
car Pg(p) posséde deux coefficients non nuls.

(K,v) étant henselien, 6! Py, et donc Py, admettent une unique racine
y dans K =1,

vy = 0 et my est une racine de P de valuation G(E).

Toute racine de P est de valuation supérieure ou égale & 5(F), et puisque
ddeg(FE) = 1, une telle racine ne peut avoir de valuation strictement supérieure,
sinon NV (P) admettrait une aréte strictement a gauche de celle passant par
(0,vag) et (1,vay), ce qui est absurde.

Donc toute racine de P est de valuation 8(FE), et par unicité dans la propriété
de Hensel, elle vaut my.

* k x

Dans toute la suite, (K,v) est supposé d’équicaractéristique nulle
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Définition VI.5

Soit E = (@, £) une équation asymptotique. Un raffinement de E est une
équation asymptotique de la forme (Q4f, &) ou f est une solution approchée
de F ou f =0, et £ est une partie < fermée de &.

Remarque :

Si z est une solution du raffinement (P, &) de (P,€) et x + f # 0, alors
x + f est une solution de (@, &).

De plus, si x est une solution approchée de (Pyy,&’) et x o¢ —f, alors z + f
est une solution approchée de (Q, E).

En effet, si x £ —f alors v(z + f) < vz, vy, et :

vP(e+f) = Py s(x) > min vba’ o0 V0 < i < 1, by = Lol — S~ ()ay i,

4!

vP(z + f) > min m>1n ajz' fi7" > min m>1n va; + vz + (j —i).vf > va; +
7 J=2 7 Jj>1

tvz+ f)+(G—dulxz+f)= miin Ijn>nll vaj(x + )= miin va;(x + ).

On va s’intéresser a un type particulier de raffinement d’une équation asymp-
totique E = (P,&). Il s’agit de E,f := (Pys,{z € K* | 2 < f}) ot f est une
solution approchée de E.

On note alors £<y = {x € K* | x < f} et ddeg<(P) := ddege_,(P).

La remarque précédente implique que les solutions approchées de F, f sont
exactement les translatés par —f des solutions approchées de E. Les solutions
de E ¢ sont les translatés par —f des solutions non nulles de E.

Lemme V1.3
Soit f une solution approchée de E. On note 8 := vf, m := s(f8), et u la
multiplicité en ¢ := %v de Pg.

©)
On note enfin pour i € {0;...;7}, b; := £ )

!

On a: "

() : by # 0, et les points de N (P4 ) d’abscisse strictement inférieure a p
sont au dessus de la droite passant par (u,vb,) d’antipente 3, et les autres sont
sur ou au dessus d’elle.

(i7) : S’il existe i < p tel que b; = 0, alors ddeg(E,f) = 0.

(#41) : Sinon, ddeg(E) = p.

* %
Soit § := dp, ,, soit o = vd. Soit Q := 5~ Pyp.
PB = Q’U.
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Pour i € {0;...;r}, QW (L) = mi6=1PU) (L) = mig=1 PO (f) = mi6~byil.

Donc vb; = ’U% = UQ(i)(£)5 —i.0.

Or, sii < p, QO(L)v =P (c) =0, et QW (Lyw = P{(c) £ 0.

On a donc pour ¢ < p, vb; > a—1.53, et vb, = a— p.B. Cette derniére égalité
montre que b, n’est pas nul.

Enfin, en général, vb; > a —i.5.

Donc si (i, vb;) est un point de N'(P), si i < p, on a vb;+i.6 > o = vb, 4.3,
et si i > p, vb; + 1.8 > vb, + p.B, ce qui prouve (7).

On en déduit également que pour 0 # = < fet p < j < r, vb,at =
a— B+ povr=a+ p.(ve —B) < a+ j.(ve — B) = vbjzd, ce qui montre par
Pargument classique que ddeg(E4¢) = ddeg= f(Pys) < p si ddeg(E4f) > 0, et
bien siir cette inégalité est vraie dans le cas de degré dominant nul.

Supposons que pour tout ¢ < p, on ait b; = 0. D’aprés (¢), la plus grande
antipente de N (P;y) (qui est alors celle de laréte passant par (u,vb,)) est
inférieure ou égale & 8, et donc toutes les antipentes de N (P, f) sont strictement
majorées par chaque élément de v({y € K* | y < f}), donc ddeg(E) = 0.

Supposons au contraire qu’il existe i < p tel que b; # 0. Soit L la ligne
passant par (u,vb,) et un point (i,vb;) avec b; # 0 d’antipente minimum.

D’aprés les inégalités précédentes, son antipente /3 est strictement supérieure
a f. Tous les points de N(Pys) d’abscisse stritement supérieure & p sont sur
ou au dessus de L, donc c’est une aréte de N (P, ), et d’aprés (i), son abscisse
droite dr, = p est par minimalité de 3’ le degré dominant de E ¢, ce qui prouve
(#i1).

* *

Lemme V1.4

Oun suppose (K,v) henselien. Soit F = (P,€) de degré dominant d > 1 tel
que B(E) € T' et Pg(py admet un zéro de multiplicité d.

(4) : P(?=1) admet un unique zéro f € £.

(7i) : vf = B(E) et f est une solution approchée de F unique & équivalence
prés parmi les solutions approchées de FE.

(iii) : Si ddeg(Eyy) = d et B(E,y) € I', alors Py
multiplicité d.

, )
E,;) 1a aucun zéro de

* *
Puisque B(E) € I', on a deg(Ps(g)) = d et il existe donc ¢; € k™ tel que
Pgg) = c1(X — co)? ot ¢q est le zéro de Py () de multiplicité d.
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Puisque ddeg(E) > 0, d’aprés le lemme V1.2 mul(P) < d, donc ¢ est non
nul.

On pose m := s(B3(E)), § :==d6p,,,, et Q := 5 Pyp.

Q-1 = g-ld-1pd-1)

Or QU-Vy = Quld—b = Pﬁ(E)(d_l) = ¢1d!(X — ¢p) (car Vapplication résidu
commute avec les dérivations sur K=1[X] et k[X])

On en déduit que 3(F) est une antipente de N'(P(@~1)), donc ddeg(P?~V &) >
0, et donc ddeg(P4=1) &) = ddege (P4—1).

Or ddege (P?~Y) = max({n € ENM | ddeg(Pi’ffl))}) = max({ddeg(Pxn) —
(d=1)|ne&ENM}p)=d—(d—1)=1.

Donc ddeg(P?=1 £) = 1 et d’aprés la proposition VI.2, P(?~1) admet
une unique racine f = mg dans &, o g est 'unique racine de Q4= dans K=!.
Cela prouve (1).

On a 0 = Q=Y (g)v = Ps(gv), donc gv = ¢y, donc vf = B(E) et %v = ¢y,
qui est une racine de Pg(g)y dans £, donc f est une solution approchée de (E).

Soit 2 une solution approchée de (E). Pg()(0) = (—1)%cico? # 0, donc
mul(Pg), qui est Pabscisse de Paréte de N'(P) d’antipente 3(E), est nulle. Donc
B(E) est la plus grande antipente de AV (P), et la seule & satisfaire In € ENM,
vn < B(E). vx étant une de ces antipentes (voir proposition VI.1), va = S(E).

Puisque Py gy admet co pour unique racine, x ~ f. (voir proposition VI.1)
Cela prouve (7).

Supposons que ddeg(Eyy) = d, que f(E1f) € T, et que Pgg, ;) admet une
racine de multiplicité d.

Alors d’apreés (i) appliqué a E ¢, Pﬂc(d_l) admet un unique zéro 0 # g < f.

On a Py D(g) = PV, 1(g) = PU=V(f +g) ou f+g # f, donc
f + g # & par unicité de f dans (7).

Or v(f +g) = vf, donc par <X-fermeture de £, f + g est nécessairement nul,
ce qui contredit g < f.

Donc Pp(g, ;) n’admet pas de racine de multiplicité d.

* *

Tous ces résultats nous permettent de produire un algorithme de résolution
d’une équation polynomiale dans un corps valué henselien d’équicaractéristique
nulle.

On suppose ici que (K, v) est henselien d’équicaractéristique nulle.

On cherche a résoudre I’équation asymptotique F := (P, K*). On va mettre
en place un algorithme & proprement parler pour résoudre asymptotiquement
cette équation, ainsi qu’une méthode théorique pour la résoudre totalement.
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Algorithme de Newton (fini)
La description qui suit de ’algorithme est inductive :

On pose Fy = E; pour chaque antipente 8 de N'(P) dans T, on construit la
séquence initiale (E, §,0).

Supposons données une séquence finie 3y < ... < (3, d’éléments de I', une
séquence finie fo > ... = f, de d’éléments de K™, et une suite finie d’équations
asymptotiques Eg = (P, &), ..., En = (P, &) telles que :

(1) : Pour 0 < i < n, 3; est une antipente de N (P;) dans T' Nv&;

(7i) : Pour 0 < i <n—1, fi+1 est une solution approchée de F; d’antipente
Bi

(#i) : Pour 0 <i<mn—1FE;11 = (Pig1,{x € K* | < f;}) est une équation
asymptotique dont les solutions (resp solutions approchées) sont exactement les
translatés par — f; des solutions (resp solutions approchées) de E;.

On prolonge ou pas ces suites en préservant ces conditions de la maniére
suivante :

-Si ddeg(E,,) = 0 et 0 est une racine de P, on ne prolonge pas o, et on pose
f(e) :== fo+...4 fn- f(e) est alors une solution de E. (f(e) # 0 car f, < ... < fo.)

-Si ddeg(E,) = 0 et 0 n’est pas une racine de P,, on ne prolonge pas les
séquences.

Notons qu’alors F, n’admet aucune solution approchée, donc a fortiori au-
cune solution non nulle, et donc aucune solution. D’aprés (iii), E n’admet au-
cune solution.

-Si ddeg(FE,) > 1, pour toute antipente 3 > B(F) de N(P,) dans T, on
choisit en résolvant Pg = 0 dans k une liste compléte fgo, ..., f3,, de solutions
approchées E,, deux-a-deux non équivalentes.

Pour chaque 0 <7 < p, on prolonge les suites en ajoutant 8,fs,i, Enyy,
dans le cas noté a traité par le lemme VI.3 avec p < ddeg(F,), et en leur

ajoutant B = B(Ey,), fs., (Pnf}iS‘Z(E”)_l), {x € K* | x < fz;}) dans le cas b

spécifiquement traité par le lemme VI1.4.

I est clair par définition que les conditions (i) et (i) sont préservées par
prolongement. Pour ce qui est de la troisiéme, elle provient dans le cas a di-
rectement de la remarque succédant la définition VI.4 et du fait que pour
r<feK x4+ f#0—x A —f.
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Dans le cas b, le point (i7) du lemme V1.4 montre que les équations satisfont
bien (4i7).

L’algorithme se termine-t-il 7

Une fagon classique de prouver la terminaison d’un algorithme récursif est
d’exhiber une application strictement décroissante par sauts du nombre de ré-
cursions dans un ensemble bien fondé. Dans les paragraphes qui suivent, on
entend montrer que le degré dominant des équations asymptotiques d’indices
finals dans les séquences de prolongements est une telle application. Cependant
ce n'est parfois que pour un nombre infini de récursions (ordinal infini) que le
degré dominant décroit. Il faudra donc proposer une méthode de prolongation
transfinie des séquences produites par ’algorithme fini.

Le lemme VI.3 montre que les degré dominants des équations asympto-
tiques d’indices finals dans les séquences de prolongements sont décroissants
largement.

On prétend qu’a chaque fois que 1’on prolonge deux fois successivement les
suites, le degré dominant des équations asymptotiques d’indices finals qui sont
strictement supérieurs & 1 sont abaissés d’au moins 1.

En effet, si toutes les solutions approchées f de E,, pour une antipente quel-
conque 3 € T' de M(P,) sont tels que s(f—ﬁ)v est de multiplicité strictement
inférieure a ddeg(FE,), les degrés dominants des équations asymptotiques obte-
nues par prolongement sont égaux d’aprés le lemme VI.3 a ces multiplicités,
et sont donc strictement inférieurs a ddeg(E,,).

Si E, admet une solution approchée f pour laquelle la multiplicité est égale
a ddeg(E,,), Pantipente correspondante est nécessairement égale & 5(E,,).

Si cette antipente est dans I', on peut chercher la racine de P, correspon-
dante parmi les racines de P,V dans E,, et puisque d > 1, ddeg(E,+1) =
ddeg-<f(Pn(d_l)) = ddeg<f(P,) — (d—1) < ddeg(E,) — (d —1) < ddeg(E,) — 1.
(on applique ici également le lemme VI.1).

Donc en un temps fini, on finit par abaisser les degrés dominants jusqu’a 1
ou 0.

Il reste & traiter le cas spécial du degré dominant 1. Notons qu’en vertu du
lemme V1.4, on pourrait se contenter de remplacer 'instruction de I’algorithme
dans le cas d’existence d’un zéro approché de multiplicité associée égale au degré
dominant en cours par "choisir 'unique racine de P, dans &,", cependant ce
n’est pas algorithmiquement satisfaisant : il n’y a pas de moyen simple en général
de trouver une telle racine exacte méme lorsque le degré dominant est 1, car le
degré de P, peut étre trés grand.

Le cas spécial de degré dominant égal & 1 doit par conséquent étre traité a
part.
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Cas spécial de degré dominant égal a 1 et "algorithme transfini"

Siddeg(E,) = 1 pour un certain entier naturel correspondant & une séquence
de prolongements (8o, ..., Bn, fo, -5 frs E0, -y En), il y a deux possibilités :

-1l n’existe pas de suite infinie indexée par N de prolongements de la séquence
considérée. On est donc retombé sur le cas ddeg(F) = 0 au bout d’applications
de l'algorithme fini un nombre fini de fois.

-1l en existe une, on considére la concaténation de ces prolongements & partir
de n: Buyees By oors froy ooy fims oo By ooy By 1

Alors la suite u := p — fi,41+...+ fp est pseudocauchy dans (K, v) d’apreés
la relation f, < ... < fn.

De plus, P, est un polynéme annulateur de u.

En effet, pour n <p € N, P41 = P, y, (on est en effet dans le second cas de
prolongement pour ddeg(P) = 1). .

Donc vP, (upt1) = vPp(fpt1) > mz_in Vp,ifpr1" O By =3 qpi X"

2
Puisque les degrés dominants a partir de n sont égaux a 1, et que vf,11 est
égal & B(E,) dans ce cas, on a min vg, ; fp+1" = min vg, ; +i.6(E,) = vgpo =
(2 K3

VGp,1 fpr1 = vGp,1 + B(Ep).

En particulier, vP, (up+1) > vgp 0 = vP,(0) = v P, (up)-

Donc u est de type algébrique sur (K, v). Ce dernier étant henselien d’équi-
caratéristique nulle, il est algébriquement maximal, et donc u admet une pseu-
dolimite uy o dans (K, v).

On peut répéter I'algorithme fini en considérant comme statut initial celui
pour lequel 1 est une antipente de P, ,, en posant fio = 0, et en pro-
longeant la suite des équations avec 1o 1= (Ppyy, {7 € K* | Vp € Nyz <
Upt1 — Up}). Notons que puisque a; ~ fp4+1, est un zéro approché de P, et
{z e K* |VpeN,x < upp1 —up} C <y, , le lemme VI.1 permet de déduire
que ddeg(FE1 ) < ddeg(Ey,) = 1.

On appelle étape transfinie 1, étape fine 0 cet état de prolongement de la
séquence initiale. On passe alors (en supposant que le degré dominant se main-
tienne & 1) en utilisant l’algorithme fini & l’étape transfinie 1, étape finie 1
produisant une suite w1, puis étape transfinie 1, étape finie 2, et ainsi de suite,
jusqu’a atteindre une nouvelle étape transfinie 2 produisant un prolongement
us de uq, et ainsi de suite. Notons qu’a toutes les étapes transfinies m € N*,
étapes finies 0, u,, est pseudocauchy dans (K, v) annulée par P o, satisfait les
conditions (i), (i7) et (i7i) de I'algorithme aux étapes finies, et la généralisation
de la condition (#i¢) au transfini & toutes les étapes transfinies m, étapes finies
0, & savoir que les solutions approchées (resp solutions non nulles) de E,, ¢ sont
les translatés par w0 — Um0 de celles de E,, o.

On cherche maintenant & définir inductivement un prolongement d’étape
transfinie A € Ord quelconque, et d’étape finie p € N quelconque tant le main-
tient & 1 du degré dominant le permet. Soient A, p de tels ensembles.

On suppose que pour p < A, les prolongements d’étape transfinie p ont été
définis, que les équations asymptotiques & partir de I’étape transfinie 1 sont de
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degré dominant 1, et que les conditions suivantes sont vérifiées :

-La suite u, : w.p +p — K> définie par uo, = 0si o < w, si @ = w.u + p,
1< pu< et pe Npar ugt1 — Ua = fup+1, €6 Uq est la de pseudolimite de
Uy )y<a telle que E, o = (P(LO)JF%, N E<upii—u,) si a est limite (p = 0), est

y<a

pseudocauchy a partir de w annulée par P .

-Les solutions approchées (resp solutions non nulles) de E, o sont les trans-
latés par uq 0 — u,, des solutions approchées (resp solutions non nulles) de E, o,
dés que w < 0 < p < A sont des ordinaux limites.

Ainsi, 'union de ces suites (qui sont incluses les unes dans les autres car les
pseudolimites et les solutions approchées sont fixées par les prolongements) est
pseudocauchy dans (K, v) annulée par P(; ), donc elle admet une pseudolimite
ay, dans K.

On prolonge la suite en posant Ej o := (P(L())JruA g {r e K* |Va< \z <
Ua+1 — Ua }), €0 posant fy o = 0 et en choisissant 5>\;0 parmi les antipentes de
P(LO)_H“’O dans 'N{x € K* | Va < A, < ug+1 — Ua} (il n’en existe qu’une,
puisque pour les mémes raisons que dans le cas d’étape transfinie d’indice fini,
ddeg(Exo) = 1),

Il reste & voir que la condition (7ii) généralisée au transfini est satisfaite. Il
suffit de voir que ’équivalence tient entre les solutions de E o et F1 o, ce qui est
immeédiat par définition et du fait que les solutions approchées & ces équations
asymptotiques sont uniques & équivalence preés, puisque les degrés dominants
sont égaux a 1.

A noter que le nombre d’étapes transfinies est limité car & I’étape transfinie
A, on a un plongement (w.\, €) — (I', <) donné par w.p +p — B, p.

Ainsi, les indices des étapes transfinies sont majorés, et le prolongement finit
par abaisser au bout de I’étape transfinie A pour un certain ordinal X le degré
dominant de 1 & 0 & moins que l’algorithme fini ne 1’ait déja fait. A ce moment
la, O est nécessairement racine de P\ puisque ce dernier admet une unique
racine et qu’il n’admet aucun zéro approché (donc en particulier aucune racine
non nulle). Ainsi, P(u1,0 + uro0) = Pio(uro) = Pxro(0) = 0, on pose alors
f(e) = up1 + ux,0, (e) étant la suite correspondante.

Théoréme VI.1

Les racines non nulles de P sont les f(e).

* * * *x
Il s’agit de s’en convaincre en reprenant les éléments précédents et en re-
marquant que toute racine non nulle d’un polynéme est un zéro approché de ce
polynoéme.
* * * *x
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Cette méthode et les méthodes de méme genre permettent de démontrer
d’importants résultats comme le théoréme de Newton-Puiseux concernant la
paramétrisation locale des courbes algébriques par des éléments de C((t72))
pour certaines valeurs entiéres de n.

L’algorithme permet également dans certains cas de développer asymptoti-
quement, avec une précision arbitraire des solutions d’équations polynomiales,
voire de trouver des solutions exactes. Un des tours de force des auteurs de est de
proposé un algorithme permettant de réaliser la méme chose pour des équations
différentielles polynomiales, de la forme P(y) = 0 ou P € Kl[id,d,9?,...,0™,..]]
est un polynome différentiel & une variable, 0 étant une dérivation formelle sur
le corps valué K, se comportant abstraitement comme ’opérateur de dérivation
sur un ensemble de fonctions dérivables.

Il faut cependant noter plusieurs limites de cet algorithme.

-L’utilité de 'outil géométrique qu’est le diagramme de Newton d’un poly-
noéme présuppose la possibilité de représenter dans de bonnes proportions les
points et les segments de N x QI', ce qui n’est systématiquement possible que
lorsque (I', 4, <) est archimédien. On lui préférera dans ce cas calcul algorith-
mique des antipentes, qui est certes de complexité quadratique.

-Etant donnée une antipente 3, la résolution exacte de Ps = 0 dans k n’est
pas nécessairement évidente. Une résolution approchée doit étre suffisamment
précise pour qu’aucun terme de n’apparaisse en trop dans le développement du
polynoéme méme avec un coefficient de valuation nulle négligeable (par au sens
d’une norme sur le corps résiduel), et inversement.

-Si (K, v) n’est pas d’équicaractéristique nulle, Palgorithme ne termine pas
correctement pour tout prolongement choisi. Par exemple, la résolution de @) :=
X2 + X +t dans Fy((t%)) selon 'algorithme fournit seulement la solution de
valuation 1 a := > t2" et pas son conjugué a + 1 de valuation nulle, en effet,

neN
du fait que Q11 = Q, on a ddeg(Q+1,{x € K* | vz > 0}) = 0 avec Q4+1(0) # 0.

-Le choix d’une pseudolimite dans le cas de ’algorithme transfini n’est pos-
sible que si la suite pseudocauchy correspondante peut étre appréhendée synthé-
tiquement. Bien sur, l’itération seule de ’algorithme ne permet pas de produire
des développements asymptotiques de taille transfinie.

En tout état de cause, la configuration optimale pour produire le plus fa-
cilement possible le plus de racines de P est de se placer dans un corps valué
d’équicaractéristique nulle algébriquement clos de groupe de valeurs archimé-
dien, comme par exemple C((?)).
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Applications

On va ici illustrer ’algorithme fini et sur I’exemples suivants :
P=X*-13X3+2X?% - 2t2X — 5t dans K = C((t%)).
(L’ensemble de mondmes étant l’ensemble des ¢, n € Z)

On commence par tracer le diagramme de Newton de P :

(1,2,0,3,0)

On a bien ddeg(Ey) = deg(P) =4 > 0.

On identifie deux antipentes o = %, et B =0; seule § est dans Z.

Il faut donc commencer par résoudre P = X4 4+ 2X? = 0 dans C.

Les racines non nulles sont ¢, c_ = v/2i, —/2i, de multiplicités 1 < ddeg(Ey),
avec zéro approchés associés f., f— = v/2i, —v/2i; donc 'algorithme fini produit
les deux raffinements :

Piyo= X4 (4v2i — t3) X3 — (104 3v/2it?) X2 — (4v/2i + 22 — 61°) X — 5t —
2v/2it? + 2v/2it® = 0 dans -1 et

Pip = X*— (4V2i +t3) X3 — (10 — 3v2it3) X2 + (4v/2iX — 22 + 6t3) X —
5t +2/2it? — 2v/2it® = 0 dans £<;.

Ces deux polynomes ont le méme diagramme de Newton, exposé ci-dessous :

(1,0,0,0,0)
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Ce diagramme posséde deux antipentes 51 = 1 et S = 0, toutes deux dans
I', mais seule 3; est dans v(£<1), donc les deux raffinements E; ; et E_ ; sont
de degré dominant 1.

Notons que d’aprés le lemme VI.4.et le théoréme VI.1 P4 posséde exac-
tement deux racines non nulles, donc deux racines, z,z_ dans K, et ces deux
racines sont égales & ++/2i+y,. oil ¥, est I'unique racine de Py sz, dans B4 4 5.

Les équations résiduelles correspondant & 8; sont —4v/2iX — 5 = 0 pour
Elqet 4/2iX —-5=0 pour E_ ;.

On en déduit les solutions approchées f,, = ’5§/§it,f_1 = —5T\/§it des
raffinements.

Puisque les degrés dominants sont 1, I’algorithme produit les deux raffine-
ments By o = (P+\/§i+5T\/5it’5<f) et E_o = (P—\/ﬁi—sT\/iit’g'<t)’ que ’'on expli-
citera pas du fait de leur longueur. (les calculs sont faits sur un logiciel de calcul
formel)

Les deux polynomes ont encore le méme diagramme de Newton :

(2,0,0,0,0)

Ce diagramme admet les antipentes 2 et 0, seule 2 appartient a v(E¢), et le
degré dominant est encore 0.

En répétant le méme principe, on trouve . ~ v/2i+ g\@u(%ﬁw %)tZ,
et x_ ~ —V/2i — 3v/2it + (22/2i — 1)

Il faut ensuite répéter ’algorithme suffisamment de fois pour vérifier que P4
admet une solution qui est une somme finie de monémes en t ou si les deux
solutions sont de taille infinie.

Un moyen de prédire le résultat est de conjecturer une expression ou une
relation récursive pour les coefficients dans les développements asymptotiques.
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On peut avoir une idée avec cet exemple de comment trouver autour de Y = 0
une paramétrisation analytique de la forme (¢, f(¢)) de la courbe algébrique
V(X*-X3Y3+4+2X2-2Y2X —5Y) associce & P = X4 —13X3+2X2 212X —5¢
comme le stipule le théoréme de Newton-Puiseux, et méme comprendre pourquoi
en général les solutions existent dans C((t%'z)) pour un certain n : il suffit que
n soit le p.p.c.m. de dénominateurs des antipentes apparues dans l'itération de
I’algorithme avant que le degré dominant n’atteigne 1.
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